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7 Vektoranalysis
7.1 Operatoren

7.1.1 erste Ableitung/ Gradient

[6¢[ Cov, %[D

A0 ¢ =gradh= P e
'= r V' =gradv =

I 0gy T D

Vn n
%D X, ox ﬁ

n

7.1.2 Nabla-Operator
[d L O(A +B) = DA + 0B

X D — | — 1
500 O(AoB)=0A-B+0UA-B
050 e (o
—[] (a0 x)e=(x&) @A
DX, 0
7.1.3 Richtungsableitung
0 —am
Oa
7.1.4 zweite Ableitung
[ 0% 0’ L
|:| a 2 a a ...D
|:| Xl Xl X2 |:|
17_|j|:||i| ¢n_|:| azq) 62¢ |:|
B T Bx,0x,  0X,° O
O .0
[ l
O O
7.1.5 Divergenz
- ov, 0Ov, Oov
dv=00  diw=—"+—"2+—2+.
0X; O0X, O0X,
divv =0 < quellenfrei
divw <00 Senke
divw > 00 Quelle
7.1.6 LAPLACE-Operator
[Avl[
B -\ - 0.0 o % 0%
= \ Ap = + +
A=00 AV = D M = 0 o EAF VRS
Vv, U

A =0 - ¢ ist harmonische Funktion

Aist ein MaR fur die Abweichung des Funktionswertes an der Stelle vom Mittelwert der Funktionswerte auf
einer kleinen Kugel an der Stelle.
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7.1.7 Rotation

Ny v,
X, O0X, 0

- vV, OV
rot = [1x rotv = va—EL——3D
Ox, 0x,0
Cov, ov, U

X, 0X,
rotv =0 - wirbelfrei = gradv = gradv’ ~ V = —grad¢
rotv(X) = 26

7.1.8 Rechenregeln

grad(v W) = (gradv)' w + (gradw)' v
div(¢v) = gradd [ + ¢ [livv

div(V x W) = W [Botv — v [fotw
rot(¢v) = (grad) x v + ¢ oty

ov o ow
rot(vxw) = (divwv) El7+ﬁ— (divv) W pw
rot(grad¢) = 0
div(rotv) =0

rot(rotv) = grad(divv) — Av
7.2 Potentiale

7.2.1 Stammfunktionen bel grad
—gradp =V

nur falls D einfach
av. v zusammenhangend
gradv symmetrisch = —— = —= O V konservatives Feld « [Potential

ov, 0v; 0

—¢gﬁ~ Iv & VYorZo dE+Jv (x 3 zo)dE+Iv X, Y, E d&¢ wobei ¢( )

Yo 2

7.2.2 Stammfunktionen bei rot
rotA =V
A Vektorpotential von V
A, Losungll weitere Losungd, = A, +gradd damit @uLoms-Eichung:divA, =0
Bedingung:divv =0
A, A,=0
00

A= @ﬁ A, = —ivl(x,y,z)dz

3

z y
A, = [v,(x,y,8)de~ [vy(x,&y,)dE
Z Y1
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7.3 Linienintegrale

j'q)ds _[¢ %(1)) (1)t

o, 0
Juxds= [ v(x(1) x x(t)dt
C D t=a D
nur falls D einfach
zusammenhangend
Wegunabhangigkeit- v ist konservativ O gradv symmetrisch ~ rotv = 0

0

7.4 Oberflachenintegrale

jq)dﬁ: = j¢(7<(u,v)) %, xx, )dD
J’vxdF _[v( V) x (%, x%,)dD

7.5 Integralsétze

7.5.1 GAuss-Integralsatze

IdiVVdB = I\? [@F  Flacheninhalt ebener Flachen in Parameterdarstelf(i3) =
B

JoradodB = [¢dF

JrotvdB = - [V xdF
B 0B

¢ ¢
[BDOm = [dFm O _[dB(Do )= _[dF
B |:| x V oB XV

7.5.2 GREEN-Formeln

J(0aw+gradd [rady)dB = [¢grady @F
I (daw-yag)dB = I (ogrady - wrads) -
J (o0 gracp trady)o3 = J’¢_ G

J(oau-wao)s= [ —q’ - w—HﬁF

7.5.3 STOKES-Integralsatz

ty

(xy - yx)ot

to

Randkurven werden so orientiert, daf3 bei Durchlaufen (Kopf in Richigrdie Flache links liegt.
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Jrowv@F=§vias o [rotv@F=§vdt
F c F c

wenn sich alle geschlossenen wenn sich alle geschlossenen
Wege in F zuziehen lassen Wege zuziehen lassen
divw =0 777" > V=rotA rotv=0 ==°" »> v =-gradd
\ L / \1\7 ds=0
JvmF=0 ]
F
fur alle geschlossenen Flachen F fuir alle geschlossenen Wege C

Jgrade xdF = - f¢ s

J'(dlfx i)xw = —f\TVXdé
C

;
[(dFxD)oA = fds- A
F C

7.6 Krummlinige Koordinaten

K oordinatentransformation: X = 5('(u1, uz,...,un)

_ _ 0Xyq,.., X,
Funktionadmatrix; J= ———
u,...,u,
. _ . 0X
Tangenten an die Koordinatenlinien: X; = E
i

Es werden nur orthogonale K oordinatensysteme betrachtet: X, [(X, =0 i #Z K

metrische K oeffizienten des Koordinatensystems: h, = H)?I H

1.
durch die Koordinaten (uy,...,u,) induzierte physikalische Basis: € = F X;
i

7.6.1 Felder in krummlinigen Koordinaten

7.6.1.1 Skalarfeld
o(%) = ¢(Y<(ul,...,un)) =§(u,,....u,)

7.6.1.2 Vektorfeld

W=Yv@EE  vX=vREE
7.6.2 Operationen

VW= ivi O,
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& &
vV, V

L
0

3
i

N

w

N

7.62 1 Tangenten
i(z—x (t)= z

7.6.2.2 Integration

j¢dB_ [o(u,,...,u,) @ @udu,...du,
p{u)

IvdB = Iv(ul,...,un) [A [dlu,du,...du,
B D(w)

k:zuk [h, &
=1

Jods=[o(u, ()t = [0 Z u2h2dt
Jums= j’v [kt = jé’z v, h; (1) @n

+wenn {é,} Rechtssystem

- wenn {é,} Linkssystem

[
D v Vv, v, O
ou ou, U
Iva +Iv[ﬁx XX, )dudv = +_fdet[h1 h, auz h, 6?13 rdludv
K o O aul ou, h 6u3D
H.' ov 2ov *ovlU
7.6.2.3 Differentiation
= 0p _1
radp= ) —
grad¢ kzqauk E]jk[ék
diV\7—E -0 oh v :
" h kzlaukB{ kH
the hpe hgt
1 _Hg 9 oU
rotv=—Mdetti— —— ——0O
h H?ul ou, 0u,
lvl h,v, hyv,0
a¢ L
A -—D
¢ Zauk%? ukD
h= hlElh 1.0,
7.6.3 Spezielle Koordinaten
7.6.3.1 Kugelkoordinaten
h,=h =1 h, =h, =r[¢osv h, =
Lcosd cosvt [—smcp[
€ =6 :Esincl)cosvD e = D(:osqa [
O sinv % % 0 E

+bzw. - falls X, X X
in bzw. gegen die
Normalenrichtung
zeigt.

\

[—cospsinvt

o .. . 0
e\,,:e\,:a—smq)smvE

0 cosv [J
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7.6.3.2 Zylinderkoordinaten

h,=h =1 h,=h, =t h,=h, =1
LcostpL [—singl Lol

. . 4.0 .. O O o O
€ =§ =sing €, = §, =cosd eszez:%
3 "o f -

7.7 Transporttheoreme

6(xl,...,xn)

Deformationsmatrix F = m =X iz
1o,

Geschwindigkeit V = X

3(%y....x,) Da(zl,...,zn)
6((1,...,Zn) a(xl,...,xn)
A=detF  A=ASp(EFY)

A = A giv, v

=FF*

grad v=vO0O, =

7.7.1 Volumenintegrale

(t)=[AdB  1(t)= IE‘Z\ +(AD v)i[gis = [22 48+ [(ADv)dE

7.7.2 Flachenintegrale

(t)=[odF  T(t)= j%’wdivv ~ (gradv)’ E‘JTZ

0= [AGE ()= 22+ vivA + rot(A 0 v)gE= [0 + v ivAgE + [(Axv
2 Mot mpl- 0

R

7.7.3 Linienintegrale
()= fods  T(t)=] %+¢grmv@§

()= [Ams i(t)= j'[%%—?ﬂgradvf A

Ci

S

Og ™

8 Funktionentheorie

8.1 Grundlagen

z=x+i0y =r{cosp +i &in) = r &' r=|z=4x*+y? ¢=argz:arctan¥

z, [z, =10, @i(%ﬂbz)

4 N gilece)
22 r2

z" =" [&™ = r" [fcosnd +i Zinnd)
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p+2km

Vz=r@ n k=0..n-1

8.2 einige komplexe Funktionen
e’ =e* [tosy +i [&* [&iny
sinz = sinx [€oshy +i [tosx [$inhy
cosz = cosx [toshy —i [&inx [&Sinhy
sinhz = sinhx [€osy +i [toshx [Siny
coshz = coshx [tosy +i [Sinhx [&iny

8.3 Differenzierbarkeit
f(2) = u(x,y)+i (x,y)

differenzierbar = holomorph = u X_ CAaucHY-RIEMANN-Differentialgleichungen

f':ux+iwxz%(uy+i@y) o&=1%
Au=u,, +u,

8.4 Eigenschaften
f =u+i¥ holomorph = Au=0 Av=0
O u=constllv = const
O Abbildung konform (maf3stabs- und winkeltreu)
M 6BIUS-Transfor mation
az+b
= f(-2)
cz+d

I
-
|
oo
N—
1
o
—h
8
N
1
ol

8.5 Anwendung: Potentiale

8.5.1 Bezeichnungen

Potentialfeld: v = X — iy

komplexes Potential vonv: f = P+iQ mit v =—f'
reelles Potential von v: Re(f) = %(X2 - y2)

Potentiallinien: P = const.
Stromlinien:  Q = const.

8.5.2 PoissoN-Formel fur den Einheitskreis

1% (1-r?)r(e) _
U(r’(l))_zT01—2rcos(e—q))+r2de m f(0)
U(Z):Re[E;TTTE:Z—th(G)dGEH AU=0)

0
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8.5.3 JoukowskI-Abbildung

J(Z):%E”%E Q\J'
0 x O . 0 y O
X+

OF5ily - O
O x2+y?[0 21y X% +y? [ T

JH2)=z+VZ*-1 |
- vgl. Skript zur Vorlesung Seite 18.5.E2

8.6 Integration und CAUCHY-Integralsatz

ty

[tdz= tjlf (2()) =(t)dt = [(us - vy)dt + i}(uy +Vx)dt

to to

konform firz # 1

N[~

J- nd E% 0 n ¢:__1 h k
zZ0dz= . EK: Einheit i
J [QT[] n=-1 Inneltskrels

CAUCHY-Integralsatz
f:D - C holomorph und D einfach zusammenh&ngendes Gebiet

ad }fdz = 0O fur alle geschlossenen stiickweise glatten Wege
C

8.7 LAURANT-Reihe

f(z2) = ian(z— z,)"

n=-c

a_,lIn=N - Reihe nach links abbrechend Pol N-ter Ordnung am Entwicklungspunkt

2o heiltisolierte Singularitat, wenn ein € > 0 existiert, so daf f holomorph f{lZ|0 < ‘Z - ZO‘ < 8} und nicht
holomorph in gist. Eine isolierte Singularitat hei®esentlich, wenn Sie kein Pol N-ter Ordnung ist.

8.8 Residuum

8.8.1 Definition
Ist z, eine isolierte Singularitat und C ein Kreis ugnder nur die Singularitayznthalt, so heildt
a, = 2 ffdz Residuum von f bei

C

f(z) = ian(z—zo)n O z—iﬁjfdz:a_l fir C Kreis um g
c

n=-—c

0 §fdz=2ni i Resf|,
C n=0

8.8.2 Berechnung
a, = Irifgz—;jf(z)dz

EI. dN—l

a,= thrgmw[(z— ZO)N Eﬂ(z)] Pol N-ter Ordnung beiyz
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8.8.3 Satze

P= Zaz Q= Zamz
<|Pl<

Iim_[—dz:O fallsM > N +2

Oe>0und |7 > R(e)

P
I— dx = 2TII Resa falls GradP < GradQ- 2 und Q(x) # 0 fiir x O R
Imz;>0 z

8.9 Anwendung: LAPLACE-Transformation

£(p) = L(f(1)) = Te‘ptf(t)dt pOC

f()=2 [e™f (p)dp

a—io
f(t) Originalfunktion f"(p) Bildfunktion / LAPLACE-Transformierte
— BRONSTEIN: ,Taschenbuch der Mathematik” Seite 689 f

t

Faltung von fun gf *g= _[f (1) E_E)(t -T)dt
0

L(f*g)=f" O

8.10 CAucHy-Integralformel

£(2)

f(Z) = imcﬁdz
(2) . 9(2)
—dZ L= [ g L= [ g
z‘!c zoc (Z - Z) z‘!’c (Z - Z)
f(2)
L ()= —dg
Z'D[c (2-2)

8.11 TAYLOR-Reihen
f(z) = zan [ﬁz_ Zo)n
n=0
Die Reihe ist konvergent f[llZ— ZO‘ <R= ;
IlmQ/_

f auf G holomorph, 0 G - f(z) = z [’ﬁ(”( )[ﬁz Z)n ‘Z—zo‘<r R>r
n=

Maximum von|f(Z | wird G eingenommen
Fundamentalsatz der Algebra

N

P(z) = Zak ba ay#0 - Omindestenseinz, mitP(zo):O
k=0

Identitatssatz

f(z)=9(z) furzOC - f(2=9(2 O & G

Entwicklungssatz

f(Z) = Z)a’“ I:GZ— zo)n konvergiert fur !JTIR/a_“ < ‘Z— Zo‘ <—F—— m\/_

n- oo
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9 Anhang

9.1 Funktionen
erf

2 r 2
erf(x) = ﬁ{e‘x X

9.2 trigonometrische Funktionen

9.2.1 Umformungen fur Winkelvielfache
sin2a = 2sina cosa cos2a = cos’ o —sin“a
sin30 =3sina —4sin*a cos3a = cos’ o — 3cosa

9.2.2 Umformungen fir Summen und Differenzen

o+ a- a+ a-
sina +sinf3=2sn Bcos B cosol +COSB:2COS—BCOS—B
2 2 2 2
o+ - a+ -
sinO(—sinB:Zcos—ﬁsin—B COSO(—cosB:ZSin—Bsin—B
2 2 2 2
9.2.3 Umformungen fiir Produkte
o 1 : 1r . .
snasn|3=§[cos(cx —B) - cod{a + )] sina cosB:E[sm(or ~B)+sin(a +B)]
1
cosal cosp = E[cos(a — ) +coda +B)]
9.2.4 Umformungen fur Potenzen
1 1
sina 5[1— cog(2a)] cos’ o = §[1+ cog(2a)]

Weitere Umformungen — BRONSTEIN: , Taschenbuch der Mathematik* S.65 ff

9.3 Koordinatensysteme

9.3.1 Polarkoordinaten

X=r El:psd) FlachenelemendF = r drdd
y=r&ing FunktionaldeterminanteA = r

9.3.2 Kugekoordinaten

X=r Ed?OS(b Eﬁnv VolumenelementdV = r? [&inv drdddv
y=r&$in¢&$iny FunktionaldeterminantéA = r? [$inv
Z=r[eosv

oder

Xf rEtpsd) [cosv VolumenelementdV = r? [tosv drdpdv
y =rising [gosv Funktionaldeterminanté = r? [¢osv

z=rlsinv

9.3.3 Zylinderkoordinaten

X=T EI:_OS(I) VolumenelementdV = r drdidd
y=rlsing FunktionaldeterminantéA = r
=7
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9.4 Hauptachsentransformation

9.4.1 Kurven zweiter Ordnung
ax®+by’+cxy =g

[a JYcl
X' =g - AX,X) =

Be b P (A%.%) =g

\_ﬁ/__J

A
- Bestimmung der Eigenwerte A, und A,
Ly, L
— Bestimmung der Eigenvektoren v, und v, - Y = (\71,\72) X=Yy= E}/l %<YTAY)7,)7> =g
2

)‘1y12 +)‘2y22 =g

9.4.2 Flachen zweiter Ordnung
ax®+by? +cz® +dxy +exz+fyz=g

La %d %el
. all o
x"%d b %fg—g - {(AXX)=g
e kKt cl
A

- Bestimmung der Eigenwerte A, A, und A,
Ly L
. . - o S A
- Bestimmung der Eigenvektoren v, v, und Vv, — Y = (Vl,v2 ,V3) X=Yyy= gz E<Y AYy,y> =g

)\1)/12 "')\23/22 +)\3y32 =g

9.4.3 Klassifizierung

Kurve zweiter Ordnung Flache zweiter Ordnung
A A9 A A A9
+ + | + |Ellipse + | + | + | + [Ellipsoid
+ + | O | Nullpunkt + [ + | + | O |Nullpunkt
+ + - | leereMenge + + + - | leereMenge
+ _ + | Hyperbel + + - + | einschaliges Hyperboloid
+ - | O |zwei Geraden durch Nullpunkt + | + | - | O |eliptischer Doppelkegel v,-Achseist Kegelachse
+ 0 | + |zwei Geraden paralel zur v,- + |+ - - | 2weischaliges Hyperboloid
Achse
+ |1 0| 0 |v,-Achse + | + | 0| + |dliptischer Zylinder
2
+ 0 | - |leereMenge + |1+ | 0] 0 [v,-Achse
+ | +1]0 - | leereMenge
+ - 0 + | hyperbolischer Zylinder
+ | - | 0| O |zwei Ebenendurchdie v,-Achse
+ | 0| O | + |zwei Ebenenpardlel zur v,-v,-Achse
+10] 0] 0 [v,v,Ebene
+ 0 0 - | leereMenge
+ = >0 - =<0 0==0 + = #£0
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9.5 Sonstiges

9.5.1 Vektorprodukt
[x[ [ [ [x2y3 3y2

Xxy= gﬁﬁ(g gz 1y3
ﬁ 2y1
9.5.2 GRASSMANNscher Entwicklungssatz

ax(bxc)=(am)b-(am)c
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