Formeln zur Technischen Mechanik

von Gerald Meier

1 Kinematik von Punkten und starren Korpern

1.1 Kinematik des Punktes

1.1.2 Geschwindigkeits und Beschleunigungsvektor in kartesischen
Koordinaten

f(t) = x(t) &, +y(t) &, + (1) (&,
v(t) =x(t) 8, + y(t) &, + (1) &,

X y z
a(t) =x(t) &, +y(t) &, + 2(t) &,
ol i
1.1.3 Sonderfall: Geradlinige Bewegung
r=x(t)
v =x(t) IVI:v:\/vX2+vy2+v22
a=x(t) d=a=\a’+a’+a’
Gegebene Gesuchte Funktion
Funktion
x(t) dx d?x
V=—— a=——-—
dt dt?
v(t) t dv
X=X, + | vdt a=—-
- :
t t t
) x:x0+vo(t—t0)+IIadt2 v:v0+J'adt
to to
v(x) _ . av < dx
a=yv ax t=t,+ X =
a(x) X r dx
V= 2’[<';\dx+v02 t=tot) 75—
%o o /2_[ adx + v,
t(x) yot _ 1 d01 0
dt/dx 4= dyax ox Ft/ax H
x(v) v 1 dx
4 ax/av t‘t°+VIVBd7d"
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av) ¢ vadv rav
X:X0+ — t:to+ -
Vo a Vo a
t(v) ¢ dt 1
= a=
X x0+;fvE|Cde dt/dv
1.1.4 Ebene Bewegung in Polarkoodrinaten
. de db
r=rle de =dpg, 0 & =—-=—8, =¢&
, A T i i e
. de do
de, =-d¢g 0 &, =—r=-—"8 =&
(0} ¢ T (0] dt dt r ¢ r
V=V +V,E =T€ +rpg,
a=ag +a,8 = (r-ro2)e +(rp +29)e,
(I) =W (]) =®
1.1.4.1 Kreisbewegung (r=const.)
F=ri® V= ruwe, a= —rw’e, +ree,

1.1.4.2 Zentralbewegung um Ursprung (a;=0, r’cw=const. )
r=rle +zg,
V=V & +V,§ +V,E =€ +1fg, +7¢,

a=ag +a,8 +ag =(r-ro?)e +(rd+2r)e, + 28,

1.1.5 R&aumliche Bewegung in natirlichen Koordinaten

7 =T[s(t)]
T
T T dsar V6

a=V=Ve +Ve
1.2 Realtivkinematik des Punktes

1.2.1 Translation des Bezugssystems
PETy T =Ty HXE +VE + 28,

V=T=T, +r0F,‘BeZ =T, +Xg, +ye, +78,
v
F VRel
a=r=f, +l; Bez =Ty +X& +Vey +Ze,
T =
a: aRel
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1.2.2 Translation und Rotation des Bezugssystems
=Ty +Tpp =Ty +X€ +YE, +786,
V=t =+ =i+ (R0 + 98, 478, )+ (x8, + v, + 28
diye QXTyp
dt
Bez.
Ve =V, + 0 X Top
V=V + \7Rel mit - d—l:o'p
Bez.
A=V, +0. XT, +G)Fx[[-,—d?°'P +G X T, H[B—dvRe' +G) XV :
0 oP dt ber O’PD D dt ber Rell:
é‘F:5'0’"'(")F><?0'|3+C'~)|:X((_’:)FXFO'P)
L - . _ av dr,
B8+ ta Mt gy = S 2P|
dt lpy O |
aC:2("‘)F><VReI

a.: Coriolisbeschleunigung

Ebene Bewegung
- bewegtes Polarkoordinatensystem
Ve =V, +10:8,

8 =8 +108 -~

1.3 Kinematik des starren Kérpers

1.3.1 Translation des starren Korpers

i =x(t) B, +y(t) (B, +z(t) (&,

Ve = T(1) = x() &, + (1) &, + 2(t) (&,

8, = V(1) = To(t) =x(t) B, + (1) &, + 2(t) &,

1.3.2 Rotation des starren Korpers

1.3.2.1 Rotation um eine raumfeste Drehachse
Vp =V,€, = rue,
a, = a [B +a, (B = —Tw'e +r6e,

1.3.2.2 Rotation um einen Punkt

di, . ydd_
= %1, 2 <o,
><FO’P-I-(_i‘)x(G‘)X?O’P)

<l

e
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1.3.3 Allgemeine Bewegung des starren Koérpers

Vp =V + X Typ

a, = 8, + WX fop +@X ((bx rOP)

_r:P = ?A + _r:AP

Ve =V, T WX Ty

B =8, + DX Ty + 0 (T,

1.3.4 Ebene Bewegung des starren Korpers

_r: = ?A _r:AP = r.A + r.er yA

Vp =V, +V,p =V, +T08, P
8, =8, +aap+aap =3, —rw’e + roe,

0 » X
Bei einer ebenen Bewegung des starren Korpers setzt sich die Geschwindigkeit bzw.
Beschleunigung des beliebigen korperfesten Punktes P zusammen aus der Geschwindigkeit bzw.
Beschleunigung des korperfesten Bezugspunktes A sowie der Geschwindigkeit bzw.
Beschleunigung des Punktes P infolge der Drehung um A.

ist A Momentanpol - V, =0
o Vol .
ap = Tap€ = __(ez x e¢)

1.3.4.1 Rastpolbahn
Momentanpollagen im raumfesten Bezugssystem in Abhangigkeit von der Zeit

w =y —Jay
M A W
Vv

_ _ Viax
Y =Y =2

1.3.4.2 Gangpolbahn
Gesamtheit aller Momentanpollagen in einem korperfesten System

Xy :é(—vAy cosd +vAXsin¢)
Yu :é(vAysinq) +V,, cos¢)

Beispiel: abrollendes Rad
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1.4 Relativkinematik des starren Kérpers

Einfihrung von drei Koordinatensystemen:
1) raumfestes X, Y, Z-Koordinatensystem mit Bezugspunkt O

2) bewegtes X', Y', Z -Koordinatensysten mit Bezugspunkt 0’ mit V, 8, und 0 gegeniiber
raumfesten System.

3) korperfestes X, Y, Z-Koordinatensystem mit Bezugspunkt A mit V ,, &, und O gegeniiber
raumfesten System und W, = W— W gegeniiber bewegten System.

Ve =V + (B Ap)

PRel VA Rel + (*)Rel

<l

Vp = Ve +Vpgg Mt

<
I

=8+ X (T + ) + @ X[ % fomp)]
é'F’:aPF-'-aPReI +aPC mit a'PReI :aAReI G)R AP+(‘0ReI >(((*)Rel )
B = 200 XV, g + 26, % (G XT, )

2 Kinetik des Massenpunktes

1 Die NEwtoNschen Axiome der Mechanik

||
<1

2.
_p .

F=p=ma [F] = N = kgin/s?
2.2 Dynamische Grundgleichung

2.2.1 Freie Bewegung
Beispiel Wurfparabel

2.2.2 Gefuhrte Bewegung

Zwangskréfte sind Reaktionskréfte und stehen snkrecht zur Bahn.

ma=F+Z

Beispiel: Fadenpendel

2.2.3 Bewegung mit Widerstandskraften

Widerstandskréfte wirken tangential zur Bahn und sind der Bewegung entgegengerichtet.

R=puIN (CouLomBsches Reibungsgesetz)
W — kv (Stromungswiderstand bei laminarer Strémung)
Fyv = kv? (Stromungswiderstand bei turbulenter Stromung)
p (Widerstandsgesetz)  A: Flache in Stromungsrichtung
Fv = Wy —AV? v: Anstromungsgeschwindigkeit

p: spezifische Masse des Fluides
cw: sonstige Einflisse
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2.3 Arbeitssatz und Energiesatz

2.3.1 Arbeitssatz

- zeitfreie Losungen, Anfangs- und Endzustand als Funktion des Weges
Arbeit: W= I Fdr

Arbeitssatz: E , —E, =W,

Die Arbeit, die von der an der Punktmasse eingepragten Kraft zwischen zwei Bahnpunkten verrichtet
wird, ist gleich der Anderung der kinetischen Energie dieser Punktmasse.

dw _dr - Nm
Leistung: P:F: Faz Fv [Pl =W=T
genutzte Leistung

Wirk d: n= i
Irkungsgrad: 1 zugefuhrte Leistung

- v?2 -
a= m—--=| Fdr
ma=F+Z 0 5 I

V2
E. =m—
kin 2

Beispiel: Abrutschen eines Klotzes

2.3.2 Energiesatz
ﬁléd? =0 0 konservatives Kraftfeld

F= —grad(Ep(F))
rot(lE) =0 O das konservative Kraftfeld ist wirbelfrei

7}
(Kraft)Potential E (F)= —I F(F)df +C= —I F(F)d?
L1

|Ekinl + Epot]_ = Ekinz + Epotz = E = konst.

Die aus kinetischer und potentieller Energie gebildete Gesamtenergie E des Massenpunktes bleibt
wahrend einer Bewegung konstant, wenn alle eingepragten Krafte konservativ sind.

2.3.2.1 Schwerkraftpotential
F=mg
E,o. = MQZ

2.3.2.2 Gravitationspotential

Mm
F=k 2
Mm
Epot:_k_

r
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2.3.2.3 Beispiel: Potential einer elastischen Feder (elastisches Potential)

F=cx
2

_ X
Epot = C?

Beispiele: 1) Freier Fall ohne Luftwiderstand
2) Bewegung eines reibungsfreien mathematischen Pendels

2.4 Impuls und StoBvorgénge

2.4.1 Impulssatz

mv(t) - mv(t,) :Jt- Fdt=J

to

| Die Anderung der BewegungsgroRen ist gleich dem Impuls (Zeitintegral Uber die eingepragte Kraft) .

2.4.2 Der zentrale StolR zweier Punktmassen

Impulserhaltung - m;V, + m,V, =m,v, + m,v, v1, V, Geschwindikeiten vor Stof3
V1, Vo Geschwindigkeiten nach Stofl3

2.4.2.1 Vollplastischer Stol3
mlvl + m2v2

V,=V,=V=
1~ Vo m,+m,

2.4.2.2 Vollkommen elastischer Stol3

Eking&‘vorher = Ekingesna:hhe
V. —2 2 ( )
=V, - V,—V
! ! m,+m, ! 2

2
V,=Vv, +Fm;12(vl _Vz)

2.4.2.3 Wirkliche teilelastische Sto3e

_V,-V, € = 0: vollplastischer Stof3
Stolzahl: € = V. =V € = 1: vollkommen elastischer Stof
1 2
m2 IIh’nl D
= —-gry, +(1+¢€)v,
1 1 2
m, +m, % Hl O
My E{l+£)v +[me —eD B
? m,+m, . i le U

Beispiele: 1) Ricksprunghérte
2) Ruckstol? beim Trennen von Massen
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2.5 Momentensatz (Drehimpulssatz)
Moment: M 0 = TxF

‘M(O)‘ =Frsing =Fa

Drall: Loy =Txp=Txmv
‘L(O) =amv
Drallsatz; ? =M ©) Moment Drall

Die zeitliche Ableitung des Drehimpulsvektors
in Bezug auf einen beliebigen raumfesten Punkt O ist gleich dem Moment der am Massenpunkt
angreifenden eingepragten Kraft beziiglich desselben Punktes .

t
Drehimpulssatz: E(O)(tz) - [(0) (tl) ZI M (O)(t)dt
4

Sonderfall: Ebene Kreisbewegung
Loy =mrv = Mrle= J,0
Mo = J0)9

Beispiel: mathematisches Pendel

2.6 Tragtheitskraft und D'’A LEMBERTSches Prinzip

2.6.1 Formale Ruckfihrung der Kinetik auf die Statik
D’Alembertsche Tragheitskraft: Iﬁ:T =-ma
- dynamische Grundgleichung: F+Z+ I#:T =0

Die Summe aller auf einen Massenpunkt einwirkenden Kréfte einschlieBlich der Tragheitskraft ist zu
jedem Zeitpunkt im Gleichgewicht .

Beispiele: 1) Freier Fall ohne Luftwiderstand
2) System von Feder und geschwindigkeitsproportionalem Dampfer

2.6.2 D’ALEMBERTSches Prinzip (Fassung von L AGRANGE)

virtuelle Verriickung 8f0Z — Z3F =0
| Die Bewegung des Massenpunktes erfolgt so, daf3 die virtuelle Arbeit der Zwangskréafte zu jedem
Zeitpunkt verschwindet .

0 (F+R)er=0

SW +3W, =0
Die Bewegung des Massenpunktes erfolgt so, dal’ bei einer virtuellen Verriickung die Summe der
virtuellen Arbeiten der eingepragten Kréafte und der D’ALEMBERTschen Tragheitskraft zu jedem
Zeitpunkt verschwindet.

Beispiele: 1) Bewegung von Masse entlang Kurve
2) Ebene Bewegung eines Massepunkts bei trockener Reibung
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2.7 Planeten- und Satellitenbewegung (KEPLERSche Gesetze)

Umlaufzeit: T
mlaufzeit: T=—=——
ufzei

Energiesatz: E,, + E , = 3mv? - kT E

dl, - -
diO) =M =00 L =mrxV=konst. L

Drallsatz:

erstes KEPLERsches Gesetz

_ p e=0 0O Kreis
e=1 0O Parabel
e>1 O Hyperbel

| Planeten bewegen sich auf Ellipsenbahnen, in deren einem Brennpunkt die Sonne steht.

zweites KEPLERSches Gesetz

r’g =2C
Planeten bewegen sich mit konstanter Flachengeschwindigkeit um die Sonne, d.h. der Fahrstrahl
von der Sonne zum Planeten Uberstreicht in gleichen Zeiten gleiche Flachen.

drittes KEPLERSsches Gesetz
(on)?a’

T? =
kM
Die Quadrate der Umlaufzeiten von Planeten verhalten sich wie die dritten Potenzen der grof3en
Halbachsen ihrer Umlaufbahnen.

3 Kinetik des Massenpunktsystems

actio = reactio F, = —F,

Beispiel: ATwoobpsche Fallmaschine

3.1 Schwerpunktsatz
Schwerpunkt S Tg —Z— s=) mT
Sm 0 e

Schwerpunktsatz mr =mag = F
Der Schwerpunkt S des Massenpunktsystems bewegt sich so, als wenn die Gesamtmasse in ihm
vereinigt wéare und alle dul3eren Krafte an ihm angreifen wirden .

Ps=F
| Die zeitliche Anderung des Gesamtimpulses des Massenpunktsystems ist gleich der Resultierenden
aller dul3eren Kréfte .

Impulssatz  Pg(t) - f)s(to) = j Fat
to
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3.2 Momentensatz (Drallsatz)

3.2.1 Raumfester Bezugspunkt
Gesamtdrehimpuls E(O) = z [i(o)

resultierendes Moment der aulReren Kréfte |\7|(0) = Z I\7I i0) = z (f X IEI)
I 1

Momentensatz (Drallsatz) E(O) =M (0)

Die zeitliche Anderung des Gesamtdrehimpulses eines Massenpuktsystems beziiglich des
raumfesten Punktes 0 ist gleich dem resultierenden Moment der au3eren Krafte beziglich desselben
Punktes

t
Drehimpulssatz E(O)(t) - E(O) (to) :I M (O)(t)dt

to

3.2.2 Bewegter Bezugspunkt 0’

Momentensatz (Drallsatz) [(0,) =M ot m(é(o,) X ?O,S)
Sonderfalle: 1) T,s =0 O Bezugspunkt0' =S
2)8,=0 O Bezugspunkt 0’ nicht beschleunigt
3) Tys = O“éo O Beschleunigungsvektor @, liegt auf der Verbindungslinie 0'S

T lo*Me Lol Mo Lo =Me

o
Der fir den festen Bezugspunkt O abgeleitete Drallsatz gilt in dieser Form auch fir den
nichtbeschleunigten bewegten Bezugspunkt 0’ und gilt stets fur den Schwerpunkt als Bezugspunkt,

selbst wenn dieser beschleunigt ist.

3.3 Arbeits- und Energiesatz

Arbeitssatz Massenpunktsysteme E,; —E,, = Wéfz + Wé'_)l =W,
Die Anderung der gesamten kinetischen Energie des Massenpunktsystems ist gleich der Summe der
von allen auf3eren und inneren Kréften geleisteten Arbeit.

Arbeitssatz starrer Massenpunktsysteme E,, — E,, = Wéfz

Energiesatz konservativer Massenpunktsysteme E,, + Efﬁ) + Efj'l) =E,+ Effg + ES(’, = const

Die Summe aus kinetischer Energie und potentieller innerer und &auflerer Energie eines
konservativen Massenpunktsystems bleibt bei Bewegung des Systems konstant.

Energiesatz starrer konservativer Massenpunktsysteme E,, + EEE) =E,+ EE)%) = const

Beispiel: ATwoobpsche Fallmaschine
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4 Kinetik des starren Korpers
4.1 Rotation um eine raumfeste Achse

4.1.1 Der Momentensatz

axiales Massentragheitsmoment J(w) = I r’dm
m

- Momentensatz (Drallsatz) L(w) = J(m) Lo=M EZ))

t
~ Drehimpulssatz J [(t) ~J B;,(to) :I M Ei)))(t* )dt*
to

Die Anderung des Drehimpulses ist gleich dem Zeitintegral ber das von &uReren Kraften
herrihrende Moment.

Beispiel: Pirouette

4.1.2 Axiales Massentragheitsmoment
homogene Massenverteilung dm = pdV

Massentragheitsmoment J,, = p_f r’av
(v)

Tragheitsradius i,; J ) = mi ’

Satz von STEINER ‘J A =Jg+1m

Das axiale Massentragheitsmoment um eine zu der durch den Schwerpunkt gehenden Achse
parallelen Drehachse setzt sich zusammen aus dem Massentragheitsmoment um die durch den
Schwerpunkt gehende Achse und dem Produkt Masse mal senkrechtem Abstand der beiden Achsen
im Quadrat (sog. STEINERanteil).

2 _

— -2 H » 2 2
Js=mig” - i, Ig"+rg

Beispiele:

Zylinder dickwandiges Rohr dinnwandiges Rohr

J, = mR?

- Seite 11 -



- Gerald Meier: Technische Mechanik Formeln -

Zylinder Stab (um Endpunkt) Stab (um Mittelpunkt)

Jo=4m[R?+117] J =4mli? Jg=5ml?

dinne Scheibe (um z) Kugel
_=3mR? J.=ZmR?
e i
i <
IS

4.1.3 Arbeit, Energie, Leistung

b1
W = [ Md¢’
bo
| Die Arbeit eines Drehmomentes M ist gleich dem Integral iber Moment mal Winkelelement d¢.

_aw _dp
P= dt dt_Mq)_Mw

| Die Leistung eines Drehmomentes ist gleich dem Moment M mal der Geschwindigkeit c.
kinetische Energie: E, =$J "
Arbeitssatz: E,, —E,, =W,

Die Arbeit des Momentes M des Winkelweges von ¢q nach ¢, ist gleich der Differenz der kinetischen
Energie des Korpers.

Energiesatz bei konservativem Moment E,, + E, = E,, + E; = const

Zuordnung von Translation und Rotation

Geradlinige Translation des Rotation des starren Kérpers um
Massenpunktes feste Achse

Weg S ~  Winkel ¢
Geschwindigkeit v=§ =  Winkelgeschwindigkeit w=¢
Beschleunigung a=v=s§ <  Winkelbeschleunigung E=w=9¢
Masse m = Massentragheitsmoment J,
Kraft F - Moment M,
Impuls p=mv ~  Drehimpuls L,=Jw
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4.1.4 Der zentrale Drehstol3
Drehimpuls-Erhaltungssatz J;w, +J,0, = J,Q, +J,Q,

4.1.4.1 vollplastischer Drehstol3
0Q,=Q,=Q

4.1.4.2 vollkommen elastischer Drehstof3

O (Ekl + Ek2)vorher = (Ekl + Ek2)nachher

4.1.4.3 teilelastischer Drehstol3
(Qz B Ql)
W, ~ W,

O Stofzahl € =

4.2 Ebene Bewegung

4.2.1 Schwerpunktsatz und Momentensatz
Schwerpunktsatz F = még = mry

F = mXg
in Komponentenform _ .

K =myg
bewegter Bezugspunkt 0’

~Zwitter-Drallsatz" E(O,) =M o T m(él0 X ?o's) (Momentensatz bez. bewegtem Punkt 0’)
relativer Drehimpuls [(0,) = I T xdmvg,
] (m)
Lo) = Joy@
Sonderfalle: 1) O’ fallt mit dem Schwerpunkt zusammen: O=S 0O T, =0
Ly =J®=Mg
2) Bezugspunkt 0’ ist nicht beschleunigt: 0 8, =0
Lo) = Jio)@= M o
3) Beschleunigungsvektor @, liegt auf der Verbindungslinie 0°'S
Lo) = Joy@= M)

Beispiele: 1) Abrollen einer Walze
2) physikalisches Pendel

4.2.2 Impulssatz und Drehimpulssatz

t
Impulssatz  MXg — MX, =I Fat
to

t
myq —~Mmys, = [ Fdt

to

t
Drehimpulssatz bez. Schwerpunkt J&, —J, =_[ M (it

to

- Seite 13 -



- Gerald Meier: Technische Mechanik Formeln -

Bezugspunkt 0’ raumfest bzw. geradlinig gleichférmig bewegt

t
Job1=Jobo = [ Mgyt
to

4.2.3 Kinetische Energie, Arbeitssatz und Energiesatz
kinetische Energie E, = % mvo,z + %JO,(JL)2 + m\70, ((I)X ?O,P) 0’ kdrperfester bewegter Bezugspunkt
= 3mv + 330 S Schwerpunkt
K= %JAOOZ A korper- und raumfester Bezugspunkt
Arbeitssatz: E,, —E,, =W,

Energiesatz bei konservativem Moment E,, + E;, = E,, + E, = const

Beispiel: Abrollen einer homogenen Walze

4.2.4 Exzentrischer StolR
Impulssatz m,Vg - Mg = I F(t)dt = J
(Is)
m,Ve, —m,Vg, = [ -F(t)dt=-J
(ts)

Drehimpulssatz  J4Q, —JqWg = ([

ts

[, x F(0)]dt| = .3
)

J,Q, — oW, = J)[?Z x IE(t)]dt =a,J

V n _Vln

StoRzahl € = —2
Vln _V2n

Beispiel: Punktmasse trifft auf Stab

4.3 Rdumliche Bewegung

4.3.1 Schwerpunktsatz und Momentensatz
Zusammenfassung der auf3eren Krafte und Momente im Schwerpunkt
F=eF +¢gF +&F
Ms=8Mg +8 Mg +EMg

Schwerpunktsatz m?s =F

Momentensatz in Bezug auf kérperfesten bewegten Punkt 0’
in Bezug auf raum- und kérperfesten Punkt A
in Bezug auf Kérperschwerpunkt S
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4.3.2 Drehimpulsvektor und Tragheitstensor

W= éx(")x + _éyo‘)y + _ézo')z T;O’P = é.xx + éyy-'- ézZ rO~P2 =x*+ y2 +7°
axiale Massentragheitsmomente
J.=J = I (y2 + zz)dm J,=J,= I (x2 + zz)dm J =1 = I (x2 + yz)dm
(m) (m) (m)
Massendeviationsmomente
Jy =3, = —I xydm J,=J3,= —I yzdm J,=J,= —I xzdm
(m) (m) m
3= ][, =ifjam 5,=88 =0
(m) . P Oflri#]
Massentragheitsmatrix Drehimpulsmatrix Winkelgeschwindigkeitsmatrix
DJ J 3.0 ot O
Yoo L D _ %DX 0
I:‘]](0) B]yx ‘]yy ‘]yz U] =(0) w= |j0y O
y Juf, . @O, o, 5

0 Ly =@

Parallelverschlebung des Bezugssystems (Satz von STEINER-HUYGENS)

X = Xg+X 3o =3 +m(y2+z3) Joy = Jiy TMXsYs
y=Ysty Jyy =3+ m(xs2 + zsz) ‘]yz = Jﬁ mysZs
Z=17g +E ‘]zz = JEE + m(X52 + ySZ) JZX = JE} ~MZXs

Dehnung des Koordinatensystems
= [l im0 9= [[5, -l 9, =Y Y g,cooosfu)
(m) (m) b
i!j:X!y’Z )\,H:;,g/,i

Haupttrdgheitsmomente
J =+, +J,

‘]XX ‘]X ‘] J z ‘]xx ‘]xz
J” y + yy y: +
oo Iyl By Jz| Pn I
‘Jxx ‘ny Xz
‘JIII = ‘Jyx ‘]yy yz
‘sz ‘Jzy 72z
|:‘]xx Xy Xz D Q]I 0 O D
[ O O

J J 0
Hx Jy J.0 U Ep J, O 0
E‘]zx ‘Jzy Jzz ) Ep 0 ‘]III QO’)
Beispiele: Hauptachsen bei Quader

Hauptachsen bei Zylinder
Hauptachsen bei diinner Scheibe
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4.3.3 Kinetische Energie, Arbeitssatz und Energiesatz
kinetische Energie E, =3mv,’ +%E(O,)G)+ m(I(FO,S x \70,)

Ek = % mVS2 + % E(S)G) Bezugspunkt S Schwerpunkt
Ek = % E(A)G) Bezugspunkt A raum- und kdrperfest
Arbeitssatz: E,, — E,, = W W Arbeit durch auRere Kréfte

Energiesatz bei konservativem Momenten und Kraften E,, + EEJal) =E,+ Eifg = const

4.3.4 Impuls- und Drehimpulssatz
t

Impulssatz m\7(t1) - m\7(t0) ZI F(t)dt

to

4
Drehimpulssatz E(S) (tl) - E(S) (to) =I M (Ut

to

E(A)(tl) - E(A)(to) :I M ()t

4.3.5 Die EULER-Gleichungen (Kreisel-Gleichungen)
M, =J& _(‘]II _‘]nl)(‘%wm

M, =J,w, _(‘]III _Jl)(’olllwl

M, =30y, _(JI _‘]ll)wlwll

4.3.6 Kraftefreier Kreisel
keine auBeren Momente M s=0
- L :{‘]I(‘OI iy 1J|||w|||} = const.

Stabilitat : Einfihrung einer kleinen Stéhrung e=¢(t)
- Differentialgleichung - L&sung fur €(t) — Stabilitdtsuntersuchung

Nur die momentenfreie Drehung um die Hauptachsen mit dem grof3ten bzw. kleinsten Massen-
tragheitsmoment sind stabil. Die Drehung um die Achse des mittleren Haupttragheitsmomentes ist
instabil.

Untersuchungen am kréftefreien Kreisel

4.3.7 Der symmetrische, nichtkraftefreie Kreisel

000 G :{wF;,wa,wFi} W= By + Gy :{mF;,ooF;,mFE +wE£}
[J](A):%) 1 90 G)RI:{OOOO’}
B o J,8 © R
|\7|( )= A ) + . X E( ) M3 = Joo +[(‘]n| ‘])(")FE +J|||°°Eg]°0,:§
A dt A _
Bez I\/Iy = Jw@ +[(J,II J)o. +J|“ooE£]wF;
M, =J,0,
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Zusammenfassung

1) Ein nichtkraftefreier symmetrischer Kreisel fuhrt eine regulare Préazessionsbewegung durch, wenn
auf ihn ein konstantes duf3eres Prazessionsmoment M, = konst. einwirkt.

2) Wird dem Kreisel eine Prazessionsbewegung kinematisch aufgezwungen, so wird wegen actio =
reactio vom Kreisel ein Moment

M. =-M.

auf die Lagerung ausgelubt.

3) Bei der regularen Prézession des symmetrischen schweren Kreisels liegen Figurenachse,

Winkelgeschwindigkeits- und Drehimpulsvektor sowie raumfeste Prazessionsachse in einer
Ebene. Diese Ebene prazessiert mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit G- um die raumfeste
Prazessionsachse. Der Kreisel selbst dreht mit der relativen Eigenwinkelgeschwindigkeit Gy,
gegeniber dieser Ebene, in der auch das mitgeflihrte Hauptachsensystem verankert ist.

Waéhrend bei kraftefreien Kreisel die Préazessionsbewegung um den raumfesten Drehimpulsvektor
erfolgt, dreht sich bei der Prazession des nichtkraftefreien Kreisels auch der Drehimpulsvektor um
eine raumfeste Prazessionsachse. Die Winkel zwischen den Achsen sind konstant.
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