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VEKTORANALYSIS

Kurven-, Flichen- und Volumenelemente

dr =dp e,+p da e, +dz e, (1.53a)
dr = dr e,+r dj eg+rsin?d da e, (1.53b)
da =p da dz e, (1.55a)
da =dp dz e, (1.55b)
da =9 dodae, (1.55¢)
da = r?sin?d dv da e, (1.55d)
da =rsind dr da ey (1.55e)
da =r dr dj e, (1.55f)
dV = p do da dz (1.54a)
dV = r?sind dr dY da (1.54b)
Vektoranalytische Operationen in kartesischen Koordinaten
V:B%em+8%ey+é%ez (1.6)
gradU =V U = em+%gey+ 8zez (1.5,1.7)
leF—V-F—aan’”-l-ayy-l-W (1.12,1.13)
oF, ' - OF,

rot F =V x F = (5= - Gt)e, + (52 — G)e, + (52 — Gz)e. (1.32,1.33)
Vektoranalytische Operationen in Zylinder- und Kugelkoordinaten

gradU = e, + 150 e,+ e, (1.56a)
gradU = Ve, 1100 e, L _0Ue, (1.56b)
divF = 12 (oF,)+ G (1.57a)
divF = L 2 (25, )+ L[ 2 (Fy sin o)+ 222 ] (1.57b)

dF, aFg

rot F' = 2 oL —8£a]eg+[ - —BF —[8% ~le. (1.58a)
1ot F=—L - [2 (F,sin9)— 2 2]e T+;[ﬁ%f—(rF Neot L[ (rFs)— (1.58b)
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V2U =divgrad U =
V2U =divgrad U =

OF OF

(G-V)F =¢, 251,98 ¢ 9F

280 o

(G-V)F =a, %, 1q,

r

Integralsitze

* o Z 0z
oOF 1
99 T rsing Co b

oF

Gauf :

@F-da:/c//dideV

bei mehreren nach aufen orientierten Flachen

Gauf} fiir Gradienten :

v

Stokes :

(1.59a)
(1.59c¢)

(1.60a)
(1.60D)

(1.14a)

. [ffdivFdV = (J F - da, (1.14b)
G v §
[[[(gradU)dV = (J U da

%F-dr://rotF-da
K s

(1.27)

(1.35a)

bei mehreren rechtshindig orientierten Kurven : ff rot F' - da = Z f F -dr, (1.35b)

v K,

Green (Spezialfall 1) : @

S

S
(VU) - da = ///(VQU) av
G

Green (Spezialfall 2) : @

S

(UVU) -da = ///(UVQU +(VU)?) dV
G

Weiterer Integralsatz :

Allgemeine Formeln

rotgradU = 0
divrot F =0

(JF xda=— [[[rot FdV
s G

(1.25)

(1.26)

(1.41)

(1.63)



grad (U Usz) = U, grad Us + Us grad Uy

div (U F) = UdivF + F - grad U

div (Fy x F3) = Fy -rot F1 — Fy -rot Fs

rot (UF) =Urot F — F x gradU

V2 F = grad(div F) — rot(rot F)

(G-V)U =G -gradU

(G-V)F =G, 55 +G, 55 +G.5F

2(G-V)F=rot (FxG) + grad (F-G) — FdivG + G div F — Fxrot G — Gxrot F
grad(F-G)=(F-V)G+ (G-V)F + F xrotG + G xrot F
(G-VYUF = F (G -gradU) + U(G - V) F
rot(FxG)=(G-V)F —(F-V)G+ FdivG —GdivF

Umrechnungen von Einheitsvektoren

e, = (ey€e;) e, + (e,ey) e, + (eye.)e. =cosae, +sinae,
S—— S—— S——

cos « sin o 0
e, = (erey) e, + (erey) e, + (ere.)e, =sinde, +cosde,
N—— S—— N——
sin ¢ 0 cos ¢
e, = (ezey) e, + (egeq) €q + (€z€;) €, =cosae, —sinae,
N—— S—— N——
cos —sin 0

e, = (e.e.) e, + (e.ey)ey + (e,e,) e, =coste, —sindey
S—— S—— S——

cos ¢ —sin ¢ 0
e, =€, Xe,=—sinae, +cosae,

(1.51a)
(1.51b)
(A 40)
(A 46)

(1.51c)

ey = e, X e, =coste, —sinve, = cost¥(cosae, +sinae,) —sinde, (1.51d)

e, ey = cosv

e, €, = Cos

e, e, (121 e;[sinde, + cose,] G2 G cosa
eye, =sindsina

ezey = cosv cos «

e ey = costsina

Niitzliche Integralbeziehungen

d b(z) b(z) of db
Fm [ flzu)du= [ SLdu + f(x,b) 52

a

(11.61)



LADUNG, STROM UND ELEKTROMAGNETISCHES FELD

Coulombsches Gesetz (nur fiir ruhende Ladungen!)

F, = 1 0nge ey = —F, (2.5a,b)

Feldliniengleichung

V xdr=0 (1.1)

Ladung

f()[f@ dv

Q={ [[oda (2.6b,2.7b,2.8b)
S
[T ds
K

Kraft einer Linienladung auf eine Punktladung : Fq =q m €, (2.9)

Ampéresches Gesetz

—
—

oL = —folike,, (2.19)
AF; = —AF,
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Kontinuitétsgleichung

g =—1 (; Gesamtstromstéirke durch Hiillfliche) (2.22)
do
divd = —— 2.23
iv 5t (2.23)
(JJ -da+ [K-tds+>(—i,)=-Q=1I (A8)
mit J=pu und K=0u und i=7ue, (2.11b,2.15)
Fiir diinne Drihte (in z-Richtung) gilt : % = —% (Bsp.2.3.1a)
Lorentzsches Kraftgesetz
|F=q(E+uxB)] (2.24)
Bei z.B. zwei Ladungen gilt : F'y = q1 (E(Q) +up X B(Q))
Dabei bedeutet (2) das jeweilige Feld von Ladung 2 am Ort der Ladung 1 gemessen.
FE und B Feld gleichférmig bewegter Punktladungen
4 u
— @)
3 (t)
r(t)
. P (fest)
eq(t) \
e((t)
e
E= q_ e, (2.25)
Teor 1 “§ sin” 9
o
u2
Hoq 1 - 2
B:4 5 C——uXxe, (2.26)
™ — ’Lf—gsin219
0
mitu=0 — E:%er und (2.27)
TEQT
. g _ pogq _ poqu sind
mit |u| L co = | E = Treor? e,|und |B = T2 u X e, = W e, (2.28)
1
B =¢pou x E= sux E (2.29)
C

0




Elektromagnetische Wechselwirkung zweier bewegter Punktladungen

Uy u,
5.} e 0./
1 12
€or —=€p
1 q 2
F, F2
w2
1—;%— |
Fl = 47:'151(172'2 = 0 = [6_ €21 —+ oW1 X (U2 X 621)]
[OT) vy . oo o]
— % sin Vo
0
w2
1-= |
F2 = 41Q22 0 I:a es + HoUa X (u1 X 612)]

Abhingigkeit der Feldgroflen vom Bezugssystem

(x) ')
Uy
—
@ @)
2 5’
) Laborsystem o) bewegtes System
2
Fiir 28 < 1 gilt :
€0

E'=E+uyxB
B'=B-LuyxE
0

J =J.
Jj = (J) — ouo)
d=e—zuo-J

(2.30a)

(2.30Db)

(2.34a)
(2.34b)

(2.36a)
(2.36b)
(2.36¢)



MAXWELLSCHE GLEICHUNGEN

t

div E(r, 1) = 271 (3.1)
€0
0
rot E(r,t) = _EB(T’t) (3.2)
divB(r,t) =0 (3.3)
0
rot B(r,t) = o [J(r,t) + o5, B(r,1) (3.4)
ﬂErt fffgrt Q) (3.41)
fE rot)-dr = — [[ %B (r,t)-da = —<i><f">(t) (3.42)
K S
{yB(r,t)-da=0 (3.43)
S
§ B(r,t)-dr=po [ff J(r,t)-dateo [f %E(r,t)-da] =0 [I(t)+eo IS %E(r,t)-da] (344)
K s s s
Die Quellen von E
ﬂ E-da— { %,Wenn S die Punktladung einschliefit (3.53,3.5]3)
S 0, wenn S die Punktladung nicht einschlieft
Das Gesetz von Biot-Savart
0
i i dr' x (r—r'
B(z) (’l") = Z_gg : |,,>i(,.r‘3 ) (310b)
<K>< )=t g Kl
JdV' x(r—r
fff 247 x(rzr)

:Bgesz( )+B(K)+B(J)
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Anwendung: Linienstrom

Esgilt: r=2ze,+oe,, r' =ze,, dr' =d’e,

AB(P) = Loi 72 d2'e. x[(z—2)e-+oe,] _ uoigj?

An 3 €Ea =
4m 2 (2—2')2+¢2 4w 2 (2—2')2+¢2

_ Mot z—z z—z
— K 1 2 :|ea

dme [\/(2721)2+92 B V/(z—22)2+02

Feld eines geraden Linienstroms (z1 — <00, 22 — +00): B = gﬁ—olea

S

Feld einer torusformigen Spule (B = 0 aufien) : B = “;Tjgi €, (innen)

Feld einer unendlich langen Zylinderspule: B(O, 0, Z) = /LoKaez

Feld einer unendlich ausgedehnten Ebene L z-Achse : B = :i:”OTKOeQlc

-+
®© | oe .
KO/
@7 O b,
ex
© | 0
® O
idr x B
Kraft auf ein Stromelement: dF = Kda x B
JdV x B

Das Durchflutungsgesetz

0> %y wobei die iy im Rechtsschraubensinn von K umfaBt werden
§B-dr =
K

, wenn K keinen Strom umfaft

fB‘dT‘:MOIZMO(IfJ'da+€0ffE'dG) = pto(Ip + Lcreen)
K s s

Feld im Inneren einer Zylinderspule (Linge 1) : B = HOTNi e,

(3.11a)
(3.11b)
(Bsp.6.4.2)

(A13)
(3.45)

(A 15)

(3.23,3.24)

(3.25,3.29)

(A 93)



Magnetischer FluB und seine zeitliche Anderung

&= [[B-da (3.32)
=3P 1+ = [[B-da— §(ux B)-dr (3.33,3.34)
S K .
Achtung: In die integrale Form des Induktionsgesetzes (3.42) geht nur ®(Bein 1
Im Gleichstromfall gilt: ®B) = 0
Grenzbedingungen fiir F und B
: + - g Tpa +0f
DivE:=n-(Et—E")=2="="7% (3.65)
€0 €0
In Worten: Die Normalkomponente von E an einer geladenen Fldche ist unstetig
und springt um % , wenn man von der negativen zur positiven Seite hindurchtritt.
RotE:=nx(Et —E)=0 (3.66)
In Worten: Alle Tangentialkomponenten von E bzgl. einer Fliche sind dort stetig.
DivB:=n- (BT -B7)=0 (3.67)
In Worten: Die Normalkomponente von B ist an allen Grenzflichen und unter allen
Umstédnden stetig.
Rot B:=n x (BT —B7) = uoK = pio(K; + K...) (3.68)
In Worten: Die zum Flichenstrom senkrechte Tangentialkomponente von B ist un-
stetig an strombelegten Fléchen, die parallele Tangentialkomponente dagegen stetig.
Grenzbedingung der Kontinuitdtsgleichung: |DivdJ :=n - (J+ - J_) =—0 (3.69)

Merke : Berechnung eines Feldes entweder iiber die integralen MWG
(im symmetrischen Fall anwenden) oder iiber die differentiellen

MWG+HGrenzbedingungen



ELEKTROSTATIK

Die MWG in der Elektrostatik

divE = o _ Otreit Opol
€0 €0

rot E =0 (4.2)

Elektrisches Potential und elektrisches Feld

\ E = —gradp = -Vyp (4.3)
¢ existiert, da Gl (4.2) im ganzen (einfach zusammenhingenden) Raum gelten soll.
P
o(P)=—[E-dr (4.4)
Py
Punktladungspotential fiir 79 — 00 : (p(T‘) = #zor (4.7b)
. . . . . _ T @
Potential einer Linienladung 7 : Lp(g) = Traan, (4.8)
Feld einer Linienladung : E = 27{:0969 (4.9)
Potential einer geladenen Ebene L z-Achse : (2) = ﬁ(—|z|) (A 29)
Feld einer unendlich ausgedehnten, geladenen Ebene L z-Achse : E = ﬂ:%ez (3.70)
- + E
€y
%%ez
eX
(0}
- (3R?—r?) | r<R
Potential einer homogen geladenen Kugel : ¢ = €0 3 (4.26a,b)
2R’ _ Qo SR
3eor — Admeor T
mit : Qo = 90%7TR3
Grenzbedingungen des elektrischen Potentials
+ — a
n- (V)" = (Ve)T) =—— (4.5)

(Vp)” heiit: zuerst den Gradienten bilden und dann z.B. r=R einsetzen.

Potential ist stetig: (4.6)

© by Heinz Teutsch (Oktober 98)
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Elektrischer Dipol

Dipolmoment (zeigt von neg. zur pos. Ladung) : P = ql

Potential eines Dipols (Niherung) : ¢(P) = ii::(’;g

Ubergang zum Punktdipol : [ — 0 , p = gl = const.

. . . . _ ql-e, _ pe.
Potential eines Punktdipols (exakt) : ¢(P) = Tregr? = Tmegr?
Feld eines Punktdipols : F = 4;;#(2 cos ¥ entsind ey)

Kraft auf Punktdipol im ezternen E Feld : F = (pV)E=p, 4E +p, 3E +p. 9L

(Berechnung der Kraft in Zylinder- bzw. Kugelkoordinaten — Gl. (1.60))
Im statischen Fall (rot E = 0)gilt: F = (pV)E| _ =V(p-E)|

@

A

=7

| il
: 4
ql. """""" r 'U """" = (X)
: 0
Flautp)) = — 2Pl oder F(aufp,) = LPL
pH 27\'507“3 pl 47\'607"3

(A 32)

Drehmoment auf Punktdipol im ezternen Feld : T = rxF+pxE=rx(pV)E+pxE (4.18)

Apolloniuskreisbeziehungen (vgl. A 28)

Alle Punkte mit gleichem Abstandsverhiltnis (Aquipotentialfliche) beziiglich zweier

fest vorgegebener Punkte (Ladungen) liegen auf einem Apolloniuskreis (— o = 0).

()
..... / ¢0 (=O,wenn q’’ nicht vorhanden)
Co q
———————=0

R R
Es gilt : q = —gq q= r ¢ | |q¢" =4mesRypg

11



Poissonsche Differentialgleichung

divgrady = Vg = Ap = _L (4.25)

€0

Laplace-Gleichung : Ap =0

Losung der Poisson-Gleichung fiir eine im Endlichen liegende Ladungsverteilung :

p(r) = 5 [ Erav (4.31)
E(r) = = [[[ o) = av’ (4.32)

Eine Losung der Poisson-Gleichung, die eine der vier folgenden Randbedingungen
erfiillt ist bis auf eine additive Konstante eindeutig (¢1 und ¢ seien zwei Losungen

der Poisson-Gleichung in einem Gebiet G mit der Randfliche S) :

(a) (Dirichletsche Randbedingung). Das Potential ist auf der Randfliiche S vorgeschrieben:

P1 = p2.

(b) (Neumannsche Randbedingung). Die Normalkomponente des Potentialgradienten ist

vorgeschrieben: Vo1 -nda =Vps -nda (falls Vo-n=0— E, =0).

(C) Das Potential soll einen beliebigen, aber konstanten Wert auf S und das iiber S er-
streckte Hiillenintegral des Potentialgradienten einen vorgeschriebenen Wert besitzen:

1 <2 =const und (J(Vp1 ©Vpr)-da=0 (falls (JVp-n=0 — Ey=0).
S S

(d) Fliche S sei Fernkugel. Das Potential soll dort mindestens mit 1/r abnehmen. Also

nimmt dort m - V¢ mindestens mit 1/72 ab.

Energie des E Feldes

N
A=t T ae (4.47)
W =3 [[[pedV + 3 [[¢oda (4.51)
G S

dabei ist ¢ das von samtlichen Ladungen erzeugte Potential.

12



Riumliche Energiedichte : wp = 4% = ¢ E? (4.53)
- W==2/[[[E*aV (4.55)
Raum

Potentielle Energie eines Dipols (A 35)

Woot : von dufleren Kriften aufzuwendene Arbeit, um aktuelle Konfiguration zu

!
erhalten (im statischen Feld gilt Kriftegleichgewicht: Fq =< F)).

q
Ar

p=qAr
! r+Ar r
Wioo = Ag =— [q [ E-dr'+(—q) [ E- dr'] =-p-E(r)

Das Minuszeichen kommt daher, dafl im elektrostatischen Fall die duflere Kraft

und die Kraft im E Feld (F = q E) entgegengesetzt gleich sein miissen.
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METALLISCHE LEITER

Ohmsches Gesetz

Ohmsches Gesetz : J = kE (5.5)
Allgemeines Ohmsches Gesetz fiir bewegte Leiter bei Anwesenheit eines

dufleren B Feldes :

|J =K(E+uxB)| (5.6)
Hall-Effekt

Driftgeschwindigkeit von Elektronen : up = g F (5.2)
J=kE —b(J x B) =k(E + Ry J x B) (5.7,5.10)
J2=kE-J (5.8)
—J=0,wenn E=0

E, =L%(J xB) (HallFeld) (5.9b)
tan By = ‘lgﬂ =b|B.| (5.11b)

Dabei bezeichnet Sz den Hallwinkel (B =< (J, E))
Joulsche Wirme

Riumliche Leistungsdichte : p=J - F (5.13)

Im Falle eines ohmschen Leiters : p = %J 2 (5.14)

Allgemeines Problem stationidrer Stromverteilungen

D.h. aus Gl.(2.23) folgt : divJd =0 (5.15)

In den Bereichen konstanter Leitfihigkeit gilt : (5.17)

© by Heinz Teutsch (Oktober 98)
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Gl. (5.17) ist eine Laplacegleichung mit folgenden Rand- sowie Grenzbedingungen:

¢ = const. (auf $; bzw. S3)  und (5.18a)
ff V(p ‘nida = Hil oder (5.18b)
S1
[ Ve -nyday = —£ (5.18c)
Sa
nys - (K1(Ve) ™ —k2(Ve)T) =0 (iiberall auf Si») (5.19)
ng - Vip =0 (iiberall auf Sp) (5.20)
ot = @~ (iiberall auf Sy2) (5.21)

Anstelle von I hétte man auch U vorgeben kénnen; dann werden Gl. (5.18a,b)

ersetzt durch : 1 — @2 = U

Grenzflichen zwischen Bereichen verschiedener Leitfihigkeit

g
+ +:Jt+
,,,,,, Jn o
T(gAP n
J
1 3- Grenzflache
|
NSNS tan 8T = :—J_r tan 8 (5.24)

(3.69) . hier

Divli=n -(J"-J )=n-(k"E" —x E") =0 (5.22)

In Worten: Die Normalkomponente stationdrer Stromdichten ist an Grenzflichen

stetig, wihrend die Normalkomponente von E fiir k= # kT unstetig ist.

15



t- (%J* - %J’) ~0 (5.23)

In Worten: Die Tangentialkomponenten sind unstetig, wenn die Leitfdhigkeiten auf der
positiven bzw. negativen Seite der Grenzflache verschieden sind.

Bemerkung: Jeder Homogenitétsbereich von « ist ladungsfrei!

Ohmscher Widerstand

(2)
U12:<p1—(p2:fE'd’l":RI (533)
€]
P=[[[LJ2aV = [[[k(Vy)?dV =UI = RI* (5.34)
Widerstand eines homogenen zylindrischen Leiters : R = % 5.35)
Stromlose ruhende Metallkorper
In stromlosen, ruhenden Metallkérpern gilt : | B = E(q) + E(U) =0 ‘ (5.37, 5.38)

wobei o die durch Influenz entstandene Flichenladung angibt.
— stromlose ruhende Metallkérper und ibs. ihre Oberflichen sind Orte

konstanten Potentials.

Grenzbedingungen an Metalloberflichen

Vakuum

n-Et(P) =D (5.39)
BH(P) = ”EP ) n(P) (5.40)
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Fiktive (virtuelle) Spiegelladung (Bsp. 5.2.2a, S173f)

(2
\ =
¥.2)
r \
q'/
o \[ & @
E=0 —£@ g0
Metall
o(durch Influenz)
E® — #é (im ganzen Raum)
E@ —frlme (fir 2 <0)
E© — —ﬁe’ (fiir 2z > 0)

Die Influenzladungen rufen also eine Feldverteilung hervor, die im rechten Halbraum

so aussieht, als ob sie von einer Punktladung -q am Ort q’ herkdme.

Mehrleitersysteme

Def.: Isolierte Metallkdrper, die sich durch Influenz beeinflussen.

Q,=-e(JVy-da, (r=1,2,3) (5.44)
Sy
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Qo = —(Q1 +Qs+ Qg) : <> Kondensatorbetrieb
3
Potentialkoeffizienten : ¢, = > P @, (¥ =1,2,3)
p=1
mit : Puy = Pup
3
Kapazititskoeffizienten : @, = CuvPu (v=1,2,3)
p=1
mit : Cupy = Cyy
weitere Bigenschaften : ¢, >0, ¢,, <0, chu >0
v
Durch Inversion der Kapazititskoeffizienten erhilt man die Potentialkoeffizienten.
Speziell fiir ein Zweileitersystem gelten folgende Beziehungen :

Pur>0 Yp,v  und  puu>pus Vutv

Plattenkondensator : C' = 60%

Kugelkondensator : C = 4meg—2l

Ta—T3%

Teilkapazititen eines Mehrleitersystems

Cvv =3 cup
i

Copi=—cyy falls V#

Q1 = C11Uio + C12U12 + C13Us3

Q2 = C21Uz21 + CaaUsz + Ca3Ua3

Q3 = C31Uz;1 + C32Usz + C33U30

Wobei Uyy = v & (v =1,2,3; 4 =0,1,2,3) die Spannungen zwischen den
Leitern bzw. zwischen diesen und der umbhiillenden Metallwand sind.

Kapazitdt eines kurzgeschl. Zweileiters gegen Fernkugel : C =ci1 + s + 2¢12

2
C11C22—Cqo

Kapazitit des Zweileitersystems im Kondensatorbetrieb : C' = e11 oot 2e1s

Energie eines Mehrleitersystems

G S
[(p1Q1 + ¥2Q2 + ©3Q3 — o (Q1 + Q2 + Q3)]

$1Q1(p1 — o) + Q2(p2 — wo) + Q3(p3 — o)
= $(Q1U10 + Q2Uz0 + Q3Us0)

- 1 Logr2 _ 1Q°
Energie im Kondensator : W = §QU = §CU =s5C

W==%[[[E*dV =-2 (JoE -da
1
2
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MAGNETOSTATIK

Die MWG in der Magnetostatik

(6.1)
5 =0 @2

Vektorpotential

(6.32)

®=[[B-da= [[rotA-da =" § A dr (6.3b)
S S K

Der Einfachheit halber setzt man : (6.4)
DGL fiir das Vektorpotential : | VZA = —poJ (6.7)

Losung der DGL fiir eine im Endlichen liegende Stromverteilung :

se fff 2 av
Ar) = 42 ff e (6.10,6.12)
HOl f |,‘d1‘7‘/\
B(r)=rotA(r)=42 fffrot‘;’(“r) av'=4o [rf %dv’ (6.14)

Magnetischer Dipol

z
@ e
POy,
N r 0y.2)
r-r
i 9
v)
r dr
x,y’,0
Ly 0)
)
Dipolmoment (n rechtshiindig zu i orientiert): (6.21)

© by Heinz Teutsch (Oktober 98)
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Kot a sin ¥
4r  r2 To

Feld eines Dipols (Niherung) : B(7) = £2%(2cosd e, + sindd ey)

4mr3

Potential eines Dipols (Niherung): A(7) =

Ubergang zum Punktdipol: a — 0 , m = ian = const.

Potential eines Punktdipols (exakt): A(’l“) = MO(Z:;;‘E'”) = Milﬂmz S%ﬂea
Feld eines Punktdipols (exakt) : B(r) = £ (2cosV e, +sindey)

Kraft auf magnetischen Dipol im dufferen Feld

S (eben)

F=i§(dr' x B)
F:VK(m-B)

Bei der Auswertung der Formel ist zu beachten, dafl m eine Konstante und der

Gradient der Ortsfunktion m - B(r) an der Stelle des Dipols zu nehmen ist.

Bei statischen Magnetfeldern (rot B = 0) gilt : F = (m - V)B

Fiir m || B(Po) folgt : F = :i:|m|(V|B|)|PO (,-« tir m 1} B(FPo))

Drehmoment : T = f’l" X (id’l" X B) = 'L(f(?‘ 'B)d?‘ —f(?‘-d’l") B)

!
Fiir ebene Stromschleifen gilt (B(***) homogen) : T = m X B =_ T,

Achtung: Kraft und Drehmoment auf Stromschleifen im eigenen B Feld ist O !
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Selbstinduktivitit

[0)
da

J(fiir i<0)

B0 (fur i<0)

Achtung: ® ist immer rechtshidndig zum Strom orientiert
@ = [[BY da+ [[ B -da =3+,
s S
mit &0 =Lj
2
Induktivitit einer torusférmigen Spule der Hohe h : L = % hln %—"?
Induktivitét einer Koaxialleitung der Lange [ : L = ’2‘—2 (i +In %) )

Wechselseitige Induktivitdten

& = Lyiy + ‘1’52) + ‘I)g3) =Lyir + [[ B® da, + If B®) da,
S1 Si
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&y = Lyiy + Mizis + Misis
&y = Moy + Laois + Magis
®3 = M3y + Maois + Lais

mit L, = %|iuzo >0
w#V

<I>(u) |

und M, = i=0 < 0

KFE R

Weiterhin gilt : M, = M,,

Bei Erweiterung des Gleichungssystems (6.36) bleiben die alten Koeffizienten er-
halten (im Ggs. zu den Kapazititskoeffizienten), solange am urspriinglichen Teil

der Anordnung nichts verdndert wurde.

Induzierte Spannungen im quasistationéren Fall

Uy=— ¢ E-dry = di(lel) di(M12i2) di( 1313)
K,

U, = — f E  dry = di(Mmll) %(LQZ?) dl( M>gis)
K>

Us=—¢ E-dr; = di(M?)lZl) %(Mﬂl?) di(L3Z3)
K3

22
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INDUZIERTE QUASISTATIONARE STROME

Quasistationiire Elektrodynamik (d.h. J und p zeitabhiingig)

Eo(r,t) = g [f] o(r', ) {F=5 dV' = =V, (r, 1) (6.43)
mit (7, 1) ::Mwofﬁ[ﬂrj‘dv' (6.43c)
BBsrt—“Offer t) ‘rrl)ng’—rotA( t) (6.44)
mit A —-“O(ﬁﬁflrrrﬁ dv’ . (6.44c)
E,u(r,t) = =4 [ff $Z8 av' = A (r.1) (6.55)
Esgilt: EF=FE.+ FE,, und B = By (6.56)

Weiterhin gilt (Gln. (6.58-6.60)) :

divE. = 5 rot Ec =0

div Bgs =0 rot Bgs = po(J + €0 E¢)
div E, .4 = €oltoPs rot B,,4 = -B

divd = —¢

Induzierte Schleifenstrome

Fall (b)
J=41dr (7.4)
Firu=0gilt (u#0 - GL(745): §E-dr=1i ¢ L =iR=-3P) (7.5-7.7)

In das Ohmsche Gesetz geht zwar das gesamte Feld E = E¢ + Ejnq ein,
doch triagt der wirbelfreie Summand E¢ nichts zur Umlaufspannung bei.

E,,qist mit B linkshéndig verwirbelt gemif: rot F, ., = —B

© by Heinz Teutsch (Oktober 98)
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Im Falle zweier Schleifenstrome gilt : dd—zf + % in = — 1\?21 % (7.8)

Energie des B Feldes

[¢)
— 1 72 2 av -2 ds -2 _
P=[ffyJdv=i[[[<=i?¢$ 2 ="R=i$ E (7.11)
Draht Draht K K
Bei einer Stromschleife : W=3Li? (7 12)
Bei (ZB) drei Stromschleifen : :%(L1i%+L2i§+L3i§)+M12i1i2+M13i1i3+M23i2i3 (7 16)
Réiumliche Energiedichte : s = 5.— B” (7.18)
Feldenergie eines Dreischleifensystems : W=g1- [ff B*dV=4 [[[(A-T) (7.19,7.20)

aum Raum

3
anders ausgedriickt : W = % > (i,, f A- dT‘,,) = %(il‘l)l +i9®Py +i3P3) (7.21)
v=1 K,

Bemerkung: Aus Gl.(7.12): L = 2 und GL.(7.19): W = ﬁ [ B?dV 148t sich

die Induktivitdt einer Anordnung berechnen.

Bewegte Leiterschleifen
(0]

[9)
(RL)

Das Ohmsche Gesetz lautet hier : E +u X B = % (7.43)

Faradaysche FluBregel | 7((E +u x B)-dr :]% i=—®=— ((b(B) + ‘i)(u)) (7.45)

Andert die Schleife ihre Form, dann ist L zeitabhingig und es gilt allgemein
5 di + dL ¥
S =L%+1% 4+ Prema (7.47)

Leistungsbilanz : P,.., = F, u=w T (A97)
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Ui = Ryiy + &1 = Ryiy + L (Lyiy + Myiz) (A 75)
Us = Ryis + (i>2 = Ryl + %(Lg?& + M12i1) (A 75)

Mit zeitabhéngigen Li, Lo, M;2. Bleiben die Leiterschleifen wihrend der Bewegung

geometrisch unveréndert, dann ist nur M2 eine Funktion der Zeit. Bewegen sich die

Leiterschleifen z.B. auseinander, so wird |Mi2] kleiner.
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ELEKTRISCH POLARISIERBARE STOFFE

Elektrische Polarisation

p=1 (8.1)
mit dem Dipolmoment : dp = dQ1l und dQ) = go dV (8.2,8.3)
= P =gyl (8.4)
Es gilt immer (I ist die Verschiebungsstrecke der Ladung) : P 1] 1

p=[[fPaV (AT2)

Polarisationsladungen (gebundene Ladungen !)

Quersch

Dielektrikum

onl = —Quereen = — ﬂP -da (87)
S

s

Opol > 0 — Senke des Feldes der Polarisation P (gpo1 <0 — Quelle von P)

d
Upol = % = P 'n (89)

© by Heinz Teutsch (Oktober 98)
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Grenzbedingungen fiir den Polarisationsvektor:

n

Dielektrikum 1

P

o |o @p"'
®

sryad

Dielektrikum 2

DivP=n-(PT-P )= —0,.
Im Vakuum wie im Metall gilt: P =0

Polarisationsstrom

J,.=P
divJ,. + 0,0 =0

Freie Ladungen und elektrische Verschiebungsdichte

Freie Ladungen: Leitungselektronen und Influenzladungen auf Metalloberflichen
Ausgehend von Gl. (3.4) und J = Jf + Jmag + Jpor ergibt sich:
Lrot B=J; +Jou+ D

mit der elektrischen Verschiebungsdichte |D :=eyFE + P
divD = of

ﬂD-da:Qf
S
$D-dr = —®P) + §P.dr

Die Grenzbedingungen von D

DivD=mn-(D"-D") =0y

RotD =Rot P =n x (PT - P7)

27
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Im Inneren eines stromlosen und ruhenden Metallkdrpers gilt:
E=0 und P=0 — D=0 unddamit
n-DT =0y (8.28)

Elektrische Materialgréfien

P =¢egxeE  (xeheifit elektrische Suszeptibilitit) (8.31)

mit €. =1+ X, und € =¢€.€69 folgt

(8.33)

Grenzflichen zwischen verschiedenen Dielektrika (Annahme: oy = 0)

DivE = %apol (fiir oy = 0)

RotE=0 « t-(ET-E7)=0

DivD =0 (fir oy = 0)

Rot D = Rot P

mit B = E®" + ™)

Gln. (8.35),(8.36) konnen auch folgendermaBen geschrieben werden:
Ef =E eEr=¢E; (8.38,8.41)
D} =D, e Df =e Dy (8.39,8.40)

n

Kapazitit von Kondensatoren mit dielektrischen Stoffen

s (8.48)
= w90 _ (8.50)

D.h., die Werte fiir die Kapazitit (auch der Kapazititskoeffizienten und der

~[3 q|©

c
C €

Teilkapazititen) erhghen sich um e,, falls der gesamte Feldraum mit einem

Dielektrikum gefiillt wird.
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Homogen polarisierte Kugel (Bsp. 8.5.2¢)

@

Vakuum
€9

Aus (8.31) folgt fiir die Polarisation (allg. giiltig) | Po = (¢ — €o)(Eo + E(pOl)i) (AT1)

Innerhalb der Kugel gilt (Bsp.8.2.1a) : E®*) = E®*V™ = 0

= Pye. =3¢ Eye. (846)

€—€p
€+2€p
Falls Kugel statt im Vakuum in einem Dielektrikum der Permittivtit €; sitzt, gilt

PO €, = 361 ;_;26601 E() €, (A 71)

Das E Feld der Influenzladungen der Kugel im Auflenraum kann durch einen fiktiven

Punktdipol p = p; e, im Kugelmittelpunkt beschrieben werden gemaf :
P = 47T€0E0R3 (542)
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MAGNETISCH POLARISIERBARE STOFFE

Magnetische Polarisation

dm
M= —
dVv

Dabei bezeichnet m das magnetische Dipolmoment.

Magnetisierungsstrome

J mag =10t M

Magnetisierungsstréme sind quellenfrei : divrot M = divdJ ., =0

K. .=Mxn
$M-dr=1,,
K

Magnetisierungsstrom durch beliebige Hiillfliche :

Grenzbedingung der Magnetisierung

. M,
Kmag

RotM=nx(M*"-M")=K,.,

Freie Strome und magnetische Feldstéirke

Die vierte MWG geht iiber in : =10t B = J s + J f + J ot + cE

Mit (8.15), (8.20) und (9.4) ergibt sich : |rot (

Mo

E—M):Jf-i-l.)

=H

© by Heinz Teutsch (Oktober 98)
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In integraler Form ergibt sich : %H ~dr =17 + // D -da "E™" Iy
K S

Grenzbedingungen von H

RotH=nx(H"-H )=K;

DivH = -DivM = —n-(M" - M"™)

Magnetische Materialgrofien

M = x;uH  (xm heiBt magnetische Suszeptibilitit)
B = po(1+ xm)H mit i, =14 Xm und p1 = firfio

— (Gesamtfelder!)
Permanente Magnetisierung : B = ,uo(H + M)

Es gilt: homogenes M < inhomogenes Bma., (vgl. Bild 9.9)

Grenzflichen zwischen verschiedenen permeablen Bereichen

Div H = —Div M
RotH=0 « t-(H"—H )=0 (fir K; =0)
DivB =0

K;=0
Rot B = (1o(Kpos + Kf) = poK g

Gln. (9.28),(9.29) koénnen auch folgendermafen geschrieben werden:

Hf =H  pH=mH,
Bf =B, B} =B/
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Weitere Formeln

[rot H = 1 B] (9.42)

Von dieser Hauptgleichung der Elektrodynamik geht man in (ruhenden) ohmschen

Leitern auch unter dynamischen Bedingungen aus.

[T = (e = 1) Ty = (o — ) E| (9.43)

Induktivitit von Spulen mit hochpermeablen Stoffen

Es bezeichne Lo die Induktivitidt einer Spule im leeren Raum. Dieser Wert dndert sich
(wie auch die Werte der Induktivitdtskoeffizienten bei Mehrschleifensystemen), wenn

der ganze Feldraum mit einem hochpermeablen Stoff (p,) erfiillt wird. Es ergibt sich :

.
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Die Maxwell-Gleichungen mit D und H

1
Mit den Hilfsfeldern uwd |H=—B—-M (9.44,9.45)

Mo

ergibt sich :

divD = pf (9.46)
rot E = —B (9.47)
divB =0 (9.48)
rot H=J;+ D (9.49)
mit den Grenzbedingungen :
DivD = oy (9.50)
Rot E =0 (9.51)
DivB =0 (9.52)
Rot H = K (9.53)
und den Materialgleichungen :
J;=k(E+ux B) (9.54)
D=¢FE (9.55)
B=uH (9.56)
GIn. (9.55) und (9.56) setzen ruhende Medien voraus. Bei selbst kleinen Materialge-
schwindigkeiten miissen sie folgendermafien modifiziert werden :
— 1
D_e[E+(1—m)u><B] (9.57)
— 1
B_u[H—(l—m)uxD] (9.58)
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ELEKTROMAGNETISCHE ENERGIEBILANZ

Elektrische Energiedichte : wg = %OEQ (4.53)
Magnetische Energiedichte : wp = ﬁB2 (7.18)

Elektrische Leistungsdichte

pe=E-%2 (10.6)
Mit GL. (8.20) ergibt sich : p, = 22E) 4 g. 2P (10.7)
Und schlieBlich mit Gln. (4.53),(8.15) : |pe = Wg + E - J ., (10.8)

Aussage: Mit der einem Volumenelement im Dielektrikum zugefiihrten Leistung wird

dort der Energieinhalt des E Feldes gedndert und Polarisationsarbeit geleistet.

Gespeicherte elektrische Energie im Fall linearer Dielektrika

Lineare Dielektrika gehorchen der Beziehung : D = e F (10.13)
Gespeicherte elektrische Energie : W, = fff (E E2) dv (10.14)
¢ 2 _2
we
€p 2 ].
We = EE + §E . P (1017)

GI. (10.17) wurde gegeniiber Gl. (4.53) um den rechten Summanden erweitert, da
die Erhshung der Polarisation Energie kostet.

2
Energie eines mit Dielektrika gefiillten Kondensators : W.=1Q;U=1cCcU?=} % (10.18)

Generell gilt: Die elektrische Energiedichte in einem Dielektrikum ist um

das ¢, - fache grdfer als im Vakuum bei gleicher elektrischer Feldstirke.

Magnetische Leistungsdichte

pm = H - 2B (10.25)
1 9B® 0B

= —M-2— =g+ M-tot E =t + E-J,, 10.2

p T 57 wp + o wB + < (10.26)

Aussage: Mit der einem magnetisierbaren Koérper insgesamt zugefiihrten Leistung

wird der Energieinhalt des B Feldes gedndert und Magnetisierungsarbeit geleistet.

© by Heinz Teutsch (Oktober 98)
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Gespeicherte Energie im Fall weichmagnetischer Stoffe

Im linearen Bereich der Hysteresekurve gilt : B = u H (10.36)
1 1

wm=EH?= ~B*=-B-H (10.37)
2 21 2

Energie einer gefiillten Spule :  W,,=1i; @:%Li?:g’—z (10.38)

Mit ® ist der gesamte von is (rechtshindig) umfaBte Spulenflufi gemeint und nicht

nur ein Querschnittsfluf}.

Elektromagnetische Energiestromdichte (Poynting-Vektor)

Gesamte zugefiihrte Leistungsdichte : p,.. = F - Jf + FE - % + H - % (10.39)
mit dem Poynting-Vektor S =ExH (10.45)
0D 0B
folgt div(ExH):divS:—(E-Jf+E-W+H-W) (10.46)
Das Minuszeichen tritt auf, da die Flichennormale nach aufen gerichtet sein soll.
Eine andere Schreibweise der elektromagnetischen Energiebilanz lautet :
B 0 €0 .B2

div (Ex =) = ~E- (I 4+ Tput Tune) = 5 (S B>+ o) 10.48

1v 10 f pol g 8t ) 2/10 ( )
Lokale Energiebilanz : div.§ = — 2 (we + Wp + Wonmeen) (A 86)
Energiestrom (Leistungstransport) durch eine Querschnittsfliche :
P=[[S-da (A 78)
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RETARDIERTE LOSUNGEN DER MWG

Allgemeine homogene Wellengleichungen

Eine eindimensionale entlang der z-Achse laufende Welle gehorcht der DGL :

Viw — i =0 (11.3)
Als Losung ergibt sich :
z z
w(z,t)= ft—=)+ gt+-) (11.1)
N N

in z-Richtung  entgegen z-Richtung

Eine mehrdimensionale Welle gehorcht entsprechend der DGL :
Viw — L =0 (11.4)

Inhomogene Wellengleichung fiir £ und B

B =rot A (11.13)

E=—gradp— A (11.14)

V2E — %Jg: Lgrad o+ o J (11.10)

V2B - C%B = —porotJ (11.11)
0

Beide Gleichungen sind miteinander gekoppelt gem#ff : divd = —9 (11.12)

Inhomogene Wellengleichungen fiir dynamische Potentiale

VA - LA =—pgJ (11.18)
0

mit der sog. Lorentz-Bedingung : div A = —Elgcp (11.17)

0
2 _ L . _ 0
\Y 2P =5 (11.19)

In GIn. (11.18) und (11.19) diirfen J und p nicht beliebig gewihlt werden, denn sie

miissen der Kontinuitdtsgleichung (11.12) geniigen.
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Retardierte Potentiale

)

t*:t_u
Co

Eine von dV' kommende Grofie miifite zur retardierten Zeit t* gesendet worden

sein, damit sie zur Zeit t am Punkt P ankommt.

Damit ergeben sich folgende retardierte Potentiale :

o= [[[ 7
|7 —r'|
o(r',t%)
t) d’
P(r, 47T€0/// |r—r’| v

und die retardierten Losungen der Maxwell-Gleichungen :

E(r,t) =

w [ -2 ] |rr—5|

dv'

B(r, —rot/// (L 8) gy
[r —r|

Andere Darstellung :

E(r,t

)=4;€0///[g+§g] Liphg /// —dV’

’“‘0///J+ J xﬁdV’

Dabei ist Gl. (11.50b) die dynamische Verallgemeinerung der Biot-Savart Formel.

Vektorpotential eines Linienstroms entlang der z-Achse (R: Abstand P — 2') :

A(Pt) =12 %dz’ e,

—00
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(11.50b)

(11.58)



Zeitverinderlicher Dipol (Hertzscher Dipol)

@) @)
Vakuum
Vakuum
.P
2\
r
O pet)
Dipol Punktdipol
Lo 7 iz t*) dz’ hier 19 ? i(t*) dz’
A(P, t) = 4r f R e, = in l R e, (1165,1166)
—00 =
mit  p.(t) =qt)l — p.(t) =i(t)] (11.64)
Nach Ubergang zum Punktdipol ergibt sich :
), (t4 . (5 .
A(Pt) = mIﬂez = @M(cosﬁer —sindey) (11.68)
T r 4T r
_ Mo pz ﬁz .
B(P,1) = 12 [72 + CO—T] sin v eq (11.70)

Der Klammerausdruck ist zur retardierten Zeit t; = t <r/co zu nehmen.

Mit E=-L rotB

€040
folgt :
1 [p: p: 1*
E,(P,t) = [— } 2 cos ) 11.71
(P.1) 4meq L3 + cor? €08 (11.712)
1 [p: D= Pz 1" .
Eg(P,t) = [— } 9 11.71b
2(P 1) 4meg L3 + cor? + cir s ( )
Ea(P,t) = (11.71c)
1 1p: D:1*
P,t) = [— —] 9 11.85
p(P1) 47eg Lr2 + cor cos ( )
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Zeitharmonisches Dipolmoment

Ein Hertzscher Dipol schwinge gemi  p,(t) = p,sinwt , ¢ >0 (11.74)
mit =1 — %
und k= 2T7r = % (11'76)
erhélt man die nichtverschwindenden Komponenten des elektromagnetischen Feldes :
Y Z P .
E.(rt) = Tregr? [sm(wto) + kr cos(wto)] 2cosd (11.77a)
Ey(r,t) = [sin(wta) + kr cos(wth) — k*r? sin(wta)] sin ¢ (11.77b)
4meqrs
ﬁz 2 92 . * .

Bu(r,t) = 2 [k t) — k t5)] sind 1177

(7, 1) pr——— r cos(wty) r* sin(wty)| sin ( c)

In der sog. Nahzone (2wr < X) gilt :

E(Pt) = %(2 cost e, +sind ey) (11.78a)
B(P,t) = towb=coswl gin e, (11.78Db)
B(r,t) = koillllesxr (11.79)

In der sog. Fernzone (2mr > \) gilt :

p.w? sin (wt* in

E__%Oc%o_)srﬁ ey (11.80a)
prw? sin (wt?) sin

B p 4:60(;(8 o) s r’ﬂ e, (1180b)

Fiir den Poytning-Vektor erhélt man in der Fernzone :

wtp? sin? (wtp) sin?

1
S=—FxB=

11.81
Lo (47)2epcy r2 " ( )

Die Energie wird bevorzugt in der Ebene ¢ = 7/2. abgestrahlt
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Zeitverinderlicher magnetischer Dipol (Fitzgeraldscher Dipol)

@ [¢3)
[
| , oP

- > r

. /
r ° P
/\3\ m(t) b

( Ol

,,,,,,,,,,,,, U
i(t) Vvakuum ‘ ity Vakuum
magnetischer Dipol (Stromschleife) magnetischer Punktdipol
i(ts i (E
A(P,t) = o) _ i@y, (11.86)
mit tazt—cL und tF=t-— L
0 co

Nach Ubergang zum Punktdipol (r > [ bzw. [ — 0,il2 = m, = const) ergibt sich

AP =50 [’;’L :zr] sind eq (11.87)
E(P,t) "= —gradp — % hier =0 —Z—; [T; Z;]* sind ey (11.88)
B(Pt) = 22 [22 4 2:7] 2 cos ¥ (11.89a)
By(P,t) = Z—g [T—S + C’:? + Zg—T] sin 9 (11.89b)
Ba(P,t) =0 (11.89¢)

Zeitharmonisches Dipolmoment

Ein Fitzgeraldscher Dipol schwinge gemiB  m,(t) = m,sinwt , ¢ >0 (11.90)

Insbesondere in der Fernzone (27r > X) gilt (Wellenzahl k& = 27” =)
<o

B = — ok sin(wii) sing ¢ (11.92a)
B = ook sinwii) sing o (11.92b)
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Fiir den Poynting-Vektor erhdlt man in der Fernzone

1 wm? sin® (wty) sin® ¥
S= 1 pxp= tome s i) s ) (11.93)
Ho (47)%cy r
Energie wird also mit einer zu w* proportionalen Intensitit abgestrahlt, und zwar
bevorzugt in der Ebene ¢ = m/2.
Bem.: Liegen in einer Anordnung sowohl unkompensierte Ladungen als auch
Stromschleifen vor, so mufl man Gln. (11.80) und (11.92) entsprechend
kombinieren.
Materialeigenschaften unter dynamischen Bedingungen
Die Wellengleichungen nehmen mit ey = € prr /cg folgende Form an :
2 Erpir Fr 1 r
V*E — 2 ﬁ— cgrad oy + prd g (11.98)
2 Erflr —
V2B — k2B = —urot J; (11.99)
Mit: ¢= —2 (11.100)

Verkr

Der Geschwindigkeitsparameter ist also kleiner als im Vakuum, wo

co = 1/ \/eopo gilt.

In einem reinem Dielektrikum setzt man oy = 0,J; =0 und p, = 1. Fiir das

\/6_7» =n (n: Brechungsindex)

betrachtete Dielektrikum gilt also : %0
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ANHANG: KOORDINATENSYSTEME

@)
Z
p
P
r |
\‘ |
9
Y
< o v)
a RN [
N s
,,,,,,,,,, ' Py
)
x,Y, 2 kartesische
Dabei sind g, , 2 zylindrische Koordinaten von P

r,1, a sphiirische

Ortsvektoren in den verschiedenen Koordinatensystemen

T
Kartesische Koordinaten : @& = Y
z
0 cos
Zylindrische Koordinaten : & = o sina
z

r sind cosa

Sphirische Koordinaten : @ = r sin ¥ sin a
r cos
mit : r>0,0<00,0<a<2r,0<d<n

© by Heinz Teutsch (Oktober 98)
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