Systemtheorie

fur Grundlagen der Elektrotechnik
von Gerald Meier

1 Aufstellen von Zustandsgleichungen

1.1 direktes Verfahren
Aufstellen von Knoten- und Maschengleichungen und anschlieBendes Umformen

1.2 algebraisches Verfahren
m 11 A 12 D

A= c= (c1 cz)
% 21 A 22 E
z
0A,=—" c, = Y usw
22 x=0,z,=0 Zl x=0,z,=0

1.3 topologisches Verfahren

Normalbaum enthélt: - alle Spannungsquellen
- moglichst viele Kapazitaten
- moglichst viele Widerstande
[ - evtl. einige Induktivitaten ]

Knoten- und Maschengleichungen

O Mz=Nz+KXx
0 z=MNz+M?*Kx
Hﬁ_/ Hﬁ_J
A B

2 Umformungen

2.1 adjungiertes System

z=AZ+b[X z=-AT[Z+cX

y=c' Z+dx  y=b'@+dX

2.2 Differentialgleichungen in Zustandsgleichungen

Y+0,§+a,y+agy = B,X+B,X+BoX

2.2.1 Steuerungsnormalform

0o 1 o -~ 00O OO
N U U
0 0 1 - 0
,-0% 0 1 O,
: : : . 0 b0
Ha, -a, -a, - -a,H HH
A B
y=[B B - Bz+OKX
_y_ sz2+Blp+Bo _
HP) = =Bt g aapra,  ~ YTIB B BB
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2.2.2 Beobachtungsnor malform

00 1 0 - 00 O y,0O1 0 - 0 o0

0 0 0 [0 0

00 0 LT Omudn tade 1 07

0: : : " 0O OO C: 0 O: : " : O

g'Cxo -a; o e _O‘ng g/nE EYnE Hal ay - Oy ]H
A B

y=[1 0 - 0z+0Lx

Y_ BPHBPHB Vi, Yo Vs, Va
X p’+a,p’+ap+ra, p p* p°op

H(p) =

2.2.3 ZGL in Ubertragungsfunktion, Impuls- und Sprungantwort

Ubertragungsfunktion: H(p) = A =c' [ﬁpE - A)_1 +d

X
Impulsantwort: h(t) = c' @™  &(t) + d [3(t)
Sprungantwort: alt)=c’ A 2™ b [H(t) + d B(t)
a(0) = H()
a(e) = H(0)

3 Arbeiten mit Zustandsgleichungen

3.1 Lineare Transformation des Zustandsraumes
z=M [ =Mz A"=M7'A"IM

d
—ZZM_lm[I}\/I [{+M™BX
B
y=CM[+DX
C D

3.2 Losen der Zustandsgleichungen

Ubergangsmatrix ® = e*'

vollstandige Losung Z(t) = CD(t - to) Q(to) +j-CD(t -0) B x(o)do

to

3.3 Berechnung der Ubergangsmatrix

3.3.1 CAYLEY-HAMILTON
CAYLEY-HAMILTON: €™ = O(O(t) (E +O(l(t) CA+.. .+O(q_1(t) At

Minimalpolynom: ™' = a,(t) +a,(t) [P, +...+Gq—1(t) H)pq_l P, : Eigenwerte
bei konjugiert komplexen Eigenwerten p, = 0% Jy:

e® [Tosyt = o, (t) +a, (t) +a,(t) {o? - y?) +a,(t) {o® - 30y?)+

% Ginyt = a, (t) iy + a, (t) 2oy + o, (t) f{-y* + 3oy?)+...

- Op, Oy, ... ,0¢1 aus Minimalpolynom
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ppt
bei mehrfachen Eigenwerten weitere Gleichungen durch dp erforderlich
u
LM =M M
3.3.2 Diagonalisierung
% .3 . %
— .. At _ ..
A=g -~ g €=g - @O
Bo p, B g0 e g
p,. einfache Eigenwerte von A
go 1 0 - 00O b p° - p°O
U l U il
0 0 1 0 1 1 1
A=U" . . . I 0 Modalmatrix M :[Pl p.2 . p.n N
g : : : E U U: : oo O
E’ao -a, -a, _aq—la H)ln pzn pnng
0O --- 00O
& o . oD w oD
o A=mtmam=0" " o O e(g=et=g . g
: : . [0 A0 ot
0dt)=eM=MEB"mM* — UNBEHAUEN: ,Systemtheorie* Seite 85

3.3.3 LApPLACE-Transformation

&D(IO) = (pE - A)_l Z(0+) !=0 0 System steurbar

4 Steuer- und Beobachtbarkeit

dz
E:Az+Bx y =Cz+Dx

4.1 Steuerbarkeit

Zustand z(t) kann von einem beliebigen Anfangszustand zy(t)=z(to) bei Wahl eines geeigneten
Eingangssignals x(t) in endlicher Zeit in einen willkirlich wahlbaren Endzustand z(t)=z(t,) Uberfuhrt
werden.

SteuerbarkeitsmatrixU:[B AB AB ... Aq_lB]
steuerbar ~ Zeilen von €' [B linear unabhéngig

- Rg(U)=Rg[B AB A%B ... A%'B]=q
1 Eingangssignal:

- Rg(U)=Rgb Ab A% ... A%%]=q

- det(U)=detb Ab A% ... A%%]#0

nicht steuerbar = nicht alle Eigenschwingungen sind von auf3en erregbar
- kein Beitrag zum Ubertragungsverhalten und nicht in Ubertragungsfunktion
enthalten
O Grad der Ubertragungsfunktion sinkt
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4.2 Beobachtbarkeit

Bei Zulassen eines beliebigen Anfangszustands zy(t)=z(t;) existiert ein endlicher Zeitpunkt t; >t , so
daf bei Kenntnis des Eingangssignals x(t) und des Ausgangssignals y(t) im Intervall ty<t<t; der
Anfangszustand eindeutig bestimmt werden kann.

[ C [
U il
0 C D\Z 0
Beobachtbarkeitsmatrix V = JC[A“ ]
o : 0O
] 4
[CAY O
beobachtbar < Spalten von c&™ linear unabhangig
[ C [
U 0
0 C D\z 0
- Rg(V)=RgOCMA® [=q
o : 0
1l 4
[CAY O
1 Ausgangssignal:
L ¢ L
¢ g
- det(V) = detOc" [A® (%0
oo l
et

5 Stabilitat
charakteristisches Polynom: D(p):= det(pE - A) =p?+apit+a,p+. +a,

asymptotische Stabilitat = D(p) HURwITZ-Polynom

5.1 HurRwiTz-Verfahren
(geeignet, falls a, als Formelausdriicke in den Systemparametern gegeben)

a 1 O O - 0

a, a, a 1 - 0

HURwWITZ- Determinanten: Au =| a5 a, a a - 0
1 Ay t a,

Satz: Das Polynom D(p) ist genau dann ein HURwITzsches Polynom, wenn alle HurRwITZ-
Determinanten positiv sind, also

A, >0 (u=12..,9)
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5.2 RouTtHsches Verfahren
(geeignet, falls a, numerisch gegeben)

a, a, a a5 - b :aiaz_aoas b :ala4_aoa5 b :alas—a0a7
a a a a, - 1 a, 2 a, 3 a, —
b, b, b, b, - C :M C = b,a; —a,b, C. = b,a; —a,b,
SRR ! b, 2 b, 3 b,
ed, —de
. d; O f, = 126 =2 0. =6
., e, O !
f, O
9,

Satz: Das Polynom D(p) mit positiven Koeffizienten a, (u=0,1,...,q) ist genau dann ein HURwITzsches
Polynom, wenn alle Koeffizienten, die an erster Stelle der g+1 Zeilen des RouTH-Schemas
stehen, positiv sind. Dies heif3t, da die a, ohne dies positiv sind:
b,>0, ¢ >0,.., d;,>0, e >0 f >0, g,>0
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