Mathematik Formeln
1. und 2. Semester

von Gerald Meier

1 Grundlagen
1.1 Abbildungen

1.1.1 Surjektive Abbildungen f(X)=Y
OyOYxOX:y=f(x)

1.1.2 Injektive Abbildungen
Xy, X, O X und f(xl) = f(xz) O X, =X,
Jedes Bild y 0 f(X) hat genau ein Urbild x O X .

1.1.3 Bijektive Abbildungen
Die Abbildung ist surjektiv und injektiv.

1.2 Polynome

(a+ b)l = a+b

(a+b)’= a? +2ab+b?

(a+b)’ = a® +3a’b+3ab? + b°

(a+b)* = a* +4a’b+ 6a’b? + 4ab® + b*
(a+b)’= @ +5a'b+10a’h’ +10a’b’ +5ab* + b°
(a-b)' = a-b

(a-b)’= a>-2ab+b?

(a-b)’= a®—3a’b+3ab* - b’
(a-b)*= a* - 4a°h+ 6a%b? — 4ab® + b*

(a-b)’= & -5a’h+10a’® -10a’h’ +5ab* - b°

2 Komplexe Zahlen
2.1 Betrag

a+jb | +b?
Z= O1Z=+1=5—3
= c+ Jd |—| C2 +d2
2.2 EULER’sche Formel

e® = cosp + jsing cosp = %(e'* +e7*) = Re(e?)

e’ =cosp —jsing sing = %;(e* -e7*) = 1m(e*)
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2.3 Argument

Z=a+jbO arg(Z)=

g = arg(2)-aro()

2.4 Wurzeln

. +2knN

Z=z@* 0 yz=Yz& " k=0,..

3 Vektoren
3.1 Produkte von Vektoren

3.1.1 Das Standard Skalar produkt

< > Zxk i
(%,9) —IIXII [fy] eosa

3.1.2 Das Vektorprodukt
g g Vs XYL

N L

[%><yl}= Xl y| sina

3.1.3 Das Tensor produkt
[x, [

0
X0 V:=2@T=§§251y1 Y
% H

|: Xl llll
e,

Ya)=

fira>0, bz O
fira<0,b> 0

fira<0, b< O

,n—=1

X b,
X, 1,

o, XY,

3.2 ScHmipT’sches Orthonormalisierungsverfahren

W, =U;
W, :ak—2<ak,v,>vj, k=23,
£
\7]=L, j=12,...,n
I
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3.3 HEesse’sche Normalform

Eine Ebene sei gegeben in der Form der allgemeinen Ebenengleichung
ax+by+cz=d

Der Vektor N:= (a, b, C)T heil3e der Normalenvektor (er steht senkrecht auf der Ebene). Der

Normaleneinheitsvektor (Einheitsnormale) wird berechnet durch
_ *n
Ny ==

IFl

Damit kommt man zur Esse’'schen Normalform

(%) = d(0,E)

4 Matrizen

4.1 Matrix-Multiplikation
[a, a,Ulb, b,0 &, by, +a,b, a,lb,+a,Db,l
Ea21 a22 21 b22 H: &21 |:bll + a22 |:bZl a21 |:blZ + a’ZZ |:n322E

4.2 Rang

Der Rang der Matrix A rg A ist die Dimension des von den Zeilenvektoren (bzw. Spaltenvektoren)
aufgespannten Unterraums. A unbitfaben den gleichen Rang: rg A=r§ A

4.3 Determinanten

4.3.1 Determinante zweiter Ordnung

& &

a, a, = Q18 T a8,

4.3.2 Determinante dritter Ordnung (Regel von SARRUS)
a, a, a|a; a,
A By Oy | By By =T A8yt 8,838 t 838,85 ~ A3858 ~ A)18558 ~ 8580
Gy 8yp Gy |8y Gy

4.3.3 Determinante n-ter Ordnung (Entwicklungssatz von LAPLACE)
z.B. Entwicklung nach der 3-ten Zeile

A% B a, a, a a, a, a a, a, a a, a, a
321 a22 a23 a24 _ a3 2 a23 a24 B as 1 a23 a24 N a33 1 a22 a24 _ 334 1 a22 a23
a31 agz 333 a34 1 2 3 4 2 1 3 4 1 2 4 1 2 3

a‘42 a43 a'44 a'41 a43 a44 a41 a'42 a'44 a'41 a‘42 a‘43
a41 a42 a43 a44

Die Vorzeichen ergeben sich gemal des Tableaus.
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4.3.4 Elementare Umformungen

Elementare Umformungen einer Matrix wirken sich folgendermal3en auf die Determinante aus:

1. Vertauscht man zwei Zeilen (Spalten), so andert sich das Vorzeichen der Determinante.

2. Multipliziert man eine Zeile (Spalte) mit der Zahl a, so multipliziert sich die Determinante mit a.

3. Addition eines Vielfachen einer Zeile (Spalte) zu einer anderen Zeile (Spalte) &ndert den Wert der

Determinante nicht.

4.4 Basis- und Koordinatentransformation
Es seierA = (él a - én) undB:(B1 b,
mit FCA die Basis A auf die Basis B aB:= F[A.

Bn) Basen eines Vektorraums. Die Matrix F bildet

Basiswechsel Matrix der Basistransformation Matrix der Koordinatentransformation
A - B F:Bm_l T:B_lm
B-A F!=AB™* S=T*'=A"[B

4.5 Kern und Bild

45.1 Kern (Nullraum) von f
Kenf:={vOv:f(@)=0l OV

4.5.2 Bild (Bildraum) von f
Bild f:={w OW:w=f(V) undv OV} OW

45.3 Dimensionsformeln

dmBild A +dimKern A =dimV
fir endlich dimensionale Vektorraume:
dmBildf +dmKernf =dimV

454 Satze
L(V,W)
finjektiv = dimV =dimBild f

f surjektiv < dimW =dimBild f
f bijektiv <= dimV =dimW
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5 Folgen und Reihen
5.1 Konvergenzkriterien von Reihen

5.1.1 Quotientenkriterium von D’ALEMBERT

L a,
O konvergent ;ﬂ <g<1
a +a,+.+a,+..= » aist Cunbestimmbar %:1
n=1 U]
0 A

divergent = sqg>1
0 g a q

5.1.2 Wurzelkriterium von C AUCHY

) E konv_ergent 1fa, <q<1
a +a,+.+a,+..= » ais Cunbestimmbar  gfa, =1
" H divergent  3fa, >q>1

5.1.3 Integralvergleichskriterium von CAUCHY
f:[m,+00) — R stetige, monoton fallende, positive Funktion und ak:=f(k)

o +00
o z a, und I f(x)dx haben dasselbe Konvergenzverhalten.
k=m m

FehlereinschlieRung des ReihenresEsak : If(x)dx < Z a <ay +I f(x)dx
k=N N

k=N N
5.1.4 LeiBNIZ-Kriterium

Eine alternierende ReihE (—1)kak, (ak > O), ist konvergent, wen(nak) eine monotone Nullfolge ist.
k=1

5.1.5 Konvergenzverhalten von Potenzreihen

Gegeben eine Potenzreihe von der F&(ﬂ): Z a, X"

k=0
0, = 1 i a, ‘ |X| < p : Die Reihe ist absolut konvergent
1 Py = 1M~ IX| > p : Die Reihe ist divergent
k — 00| "
lewl‘q‘ k=8
5.2 Wichtige Folgen und Reihen
5.2.1 Wichtige Folgen
Va o1 Cn+1[] a’
E‘L_ — e - - O
n O n!
¥n -1 1] n’
+__ - e - - ®©
ntl n!
Yn! - oo x [] a’ La>1
@Hﬁ: i nF Pk fest
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1 1 © 0 & [0<a<1
~/n! - = _XH e < o0
n e FL nH € n* OD k fest

5.2.2 Wichtige Reihen

5.2.2.1 Geometrische Reihe

Die geometrische Reihe Z qk konvergiert genau dann, wenn |q| <1ist, gegen den Grenzwert

k=0
> 1
k
qQ‘=—— o<1

20 =1 I
n n+l

. . . . . - _d -

Die endliche geometrische Reihe konvergiert gelﬁiq = q-1 q#l
k=0 -

5.2.2.2 Harmonische Reihe

= 1
Die harmonische Reih{—a konvergiert genau, werd@>1 ist.
k=0 K

6 Differentialrechnung
6.1 Ableitungsregeln

6.1.1 Summenrege

I

(f+g) (Xo) = 1”(Xo)i g’(xo)

6.1.2 Produktregel

I

(f @) (Xo) - 1“(Xo) [g(xo) +f(Xo) @'(Xo)
6.1.3 Quotientenrege

(£ O _ 1(x0) Tlxo) ~ (%) @ (xo)
F:EE(XO)_ gz(xo)

6.1.4 Kettenregel
(9 of )’ (Xo) = g’[f (XO)] H'(Xo)

6.1.5 Ableitung der Umkehrfunktion
' 1 1

(f _1) (yo) = f'(xo) - f'|_f _1(yo)J

6.1.6 LogarithmischesDifferenzieren

I

f(x,) =1 (%) dinlf (x,))

- Seite 6 -



- Gerald Meier: Mathematik Formeln -

6.2 Mittelwertsatz der Differentialrechnung

£(x) =f(x,) = F'@)(x~x,) 2.0(x,,x)
f(x)—f(xo)=f’[x0+9Eﬂx—x0)](x—xo) e0(01)
6.3 L’HOSPITAL-Regeln

® _f(x) . f(x)

o gl AR g)

0L XI[rpf(x)Eg(x)ZOEéo

. f(x 0 . X
Stattdessen: lim () =— oder lim 9(x) el
X=X }/ 0 X = Xg }/ 00
a(x) f(x)
00— Iimf(x)—g(x): 00 — 00
XHXO
. O g(x)O
Stattdessen: lim f(x)A—-——
X=Xo ( )% f(X)E
0° lim f(x)°" = 0° Umformung: lim (x)?*) = lim e?0mlr0] = g0
X - Xg X—Xo X Xg
00° lim f(X)g(X) = o0 Umformung: lim f(x)g(x) = lim eG(X)Uh[f(X)] = '@
X = Xo X—Xo X+ Xg
1° lim f(X)g(X) =17 Umformung: lim f(x)g(x) = |im g2XImIr ] — g0
X —Xgq X—Xg X Xg

6.4 TAYLOR-Polynome

6.4.1 TAYLOR-Polynom
TAYLOR-Polynom n-ten Grades der Funktion f(X) im Entwicklungspunkt X, mit der Darstellung

T,00= 3 1610 tx o)

6.4.2 LAGRANGE-Restglied
Falsdie (n+1)-te Ableitung im Entwicklungspunkt existiert so hat das Restglied die LAGRANGE-Darstellung

Rn(x; xo) = % () T=x,+ e(x —xo) 00(01)

6.4.3 Integral-Restglied
Fallsdie (n+1)-te Ableitung im Entwicklungspunkt existiert so hat das Restglied die Integral-Darstellung

R, (x%,)= %JX' (x=t)"F ™D (t)dt
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6.4.4 Wichtige TAYLOR-Reihen mit LAGRANGE-Restgliedern

n k n+l

e = ;%+ (:+1)! e e0(01)
Inx:i(_l)kﬂ(x— “ M :=1+00x-1) o0(01)

(n+1) n+l
( 1)k 2k+1 ( 1)n+1X2n+3
Snx= Z 2k+1)I (2n+3)!

)k 2k ( 1)n+1X2n+2
cosx= Z 2K T (2n+2)

cosbx 00(01)

cosbx 00(01)

6.5 Wichtige Ableitungen

(inx) = () = () = Berm = po
' 1
(\&) :(X%) “2" }/2:2\/_ IOQX Eﬂﬁ xina_ x
(Xx)l — (exlnx)’ - Enx_l_g%xlnx — (1+ |nX)XX
. ' 1 ' -1
(arcsin, x) = - (arccos, x) = =
r 1 ' _1
(arctan,, x) = Tl (arccot,, x) = o

7 Integralrechnung
7.1 Integrationsregeln

7.1.1 Linearitat
I (A 0 (x) + pgy(x) dx =A EI f(x)dx +p EI g(x)dx

7.1.2 Partielle Integration

J 1)ty (x)dx = £ (x) [g(x) - [ £(x) @(x)ax

7.1.3 Substitutionsregel
a(x)

[ #(u)du = f[o(0)] r(t)et

o(b)

[ = j flo(0] ()t

1(b

J’f(x dx = jf[g ()] (t)et

g(a)

insbesondere: J f(x)dx = xF(x) - J x 1 (x)dx
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7.1.4 Integration der Umkehrfunktion
(%)

[t (y)dy=yd*y)- [f(x)dx
7.1.5 Ableitung des Nenners im Zahler

fr(x)
J’mdx =Inf(x)|+C
7.1.6 Symmetrie
Punktsymmetrie: f(—x) = —f(x) LI If(x)dx =0

spiegeymmetie (=) =1(x) LI [ 1(x)e=20] F(x)o

7.2 Mittelwertsatz der Integralrechnung
b
m(b—a)sff(x)dst(b—a) m<f(x)<MDOx O[a b
b a
Jt(x)ax=t(¢)(b-a) ¢ Ofab]

Jb'f(X)g(X)dx =f(¢) f g(x)ax  ZO[ab]

7.3 Flachen- und Volumenmomente, Schwerpunkte
7.3.1 Flachenmoment
b
M ;= I x [{f (x) — g(x)
M,:=] E[f (x)+gO][f (x) = g(x)]dx = EI (F2(x) - g?(x))ax

a

7.3.2 Schwerpunkt in R?

Y T M X M y o . "
Xo= (XS, ys) X, = A Y. = A A:Flacheninhalt der Flache
7.3.3 Volumenmoment

b
V= I q(x)dx q: Querschnittsflache

a

b
M,:= _[ x@(x)dx  Analog M, und M,

7.3.4 Schwerpunkt in R®

;= (X yoz,)  x= y, =

zZ. = V:Volumen des Korpers
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7.4 Wichtige Integrale

f'(x) -
J’mdlen|f(x)|+c I;dx—lnx
I 1 =arcsing, X I -1 = arccos,, X
1-x° V1-x?
I 1 = arctan, X I -1 = arccot,, X
1+ X2 H 1+ X2 H
8 Anhang
trigonometrische Funktionen Hyperbelfunktionen
sinx=%(e* -e™) sinhx = % (e -e™)
cosx = (e +e7™) coshx = % (e +e7™)
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