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ALLGEMEINE FORMELN

1 Aligemeine Formeln

1.1 Normen

e [,-Norm:

Al

lo(B)llp = [ > v(k)”]

k=—00

ist eine Folge € [1, so ist sie absolut summierbar

ist eine Folge € Ig, so hat sie endliche Energie

ist eine Folge € [, so ist sie auch € [,41

ist eine Folge ¢ [, so existiert gegebenenfalls die mittlere Leistung:

4K

- _ 1

)P = lim St > (k)
—-K

1.2 Rechenoperationen

e Faltung:
(k) xu(k) = Y v(k)u(k k)
e Zyklische Faltung:
M—1
o[k ODu(k) = 3~ v(k)u((k ©6)moa 1)
k=0

o Gerader Anteil

1 v(0),fiirk = 0
V() +vlek)] = { vy (M k) fiirk = 1(1)M <1

e Ungerader Anteil

1 0,fiirk =0
ou(k) = S[v(k) Sv(h)] = { Sou(M k) fiirk = 1(1)M <1

1.3 Z-Transformation

Z-Transformierte einer Folge v(k):

Inverse Z-Transformierte:
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1.4 Diskrete Fouriertransformation

DFT:

=

-1
DFTyf{o(k)} = V() = Y v(k)why, p=0(1)M <1
0

ES
Il

. _ 27
mit wpy = e M

Inverse DFT:

M—1
1
DFT{V ()} = v(k) = i S V(pwitt, k=0(1)M <1
=0
Séatze:
e Faltung:

o(k)QDu(k) = V(1)U (1)

falls Lange von V(u) und U(u) jeweils > Léinge von v(k)+Léange von u(k) -1.
Beispiel: Lange von u(k)=2, v(k)=3 = Lange der Faltung = 2+3-1 = 4. = Soll die
Faltung mit der DFT durchgefiihrt werden, muss die DFT mindestens der Linge 4
auf beide Folgen angewandt werden, sonst Aliasing.

e Parseval: Energie ldft sich im Frequenz- und im Zeitbereich bestimmen
1
B3 ==Vl
lo(h)I3 = 21V ()13

1.5 Standardzerlegungen

(s 07)] [ (a7 o) o)

Pole auf Einheitskreis = nicht stabil, bedingte Stabilitdt bei einfachen Polen

P or+1=

N-1
Mol = (z@eﬂ”%)
v=0
Bel = (zel)(P+2+1)
el = el)(B+2+z24+1) = (2 +1) (2 el)
Pel = )@ +2+24+2+1)
HSoel = )P+ +2+2+2+41)
= (ZZez+ 1)+ ezel)
Aol = )@+ 4+ 22+ 42422424+ 1)
= o)+ +2+24+1)
= (elt+l)
(z+1)? = 2242241
(z+1)? = 224+322+32+1

(z+ 1% = 2 +422 +622+42+1
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(ze1)? = 2262241

(zeol1)? = 2e3’?+3ze1

(zol)! = 2ted? +622edz+1
(z+1)2(zel) = 2+2ezel
(z+1)(ze1)? = Belertl
(z+1)3(zel) = 2'+23 02201

(z+ 1)} ze1)? = 2te22+1
(z+1)(z21)? = 2te2’ 42201
(242412 = 22423432 4+224+1
1.6 Geometrische Reihe
n kL qn—l—l o1
k:oq - gl
< L1

1.7 sin,cos und Konsorten

sin(a + ) = sinacos B + cos asin 3

cos(a + 3) = cos acos 3 <sinasin 8

arccosh z = In (ac + vV x? @1)
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2 DFT

2.1 DFT allgemein

Liange M:

e DFT entspricht Abtastung der Z-Transformierten an den Stellen z = w, /'

H(z)=1427 <:>H(,u):1—i—w§f;

2.2 Symmetrien der DFT

viele Korrespondenzhandeln, deshalb nicht ausgefiihrt

2.3 Negative, gerade und ungerade Folge

o v(ek) = v([©k + M]moanr) Beispiel: v(k)={3,1,2,3,4,5} = v(-k)={3,5,4,3,2,1}, also
v(0) gleichlassen, Rest Reihenfolge umdrehen

® Vgerade(k) (const, cosinus)
1 . 1
0g(K) = 5o(k) + 0" (M )] = 2 [o(k) + v(h)]
Alle Werte aufser k=0 symmetrisch

® Uyngerade(k) (sinus)

Werte antisymmetrisch

2.4 Abtasttheorem

Abtasttheorem:
2fma:1:,5ignal < fAbtast

DFT der Linge M: Werte AQ2 = QM” = Spektrale Auflésung Af = %
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2.5 Zyklische Verschiebung

v(k + k) = v[(k + K)mod M]

Bsp.:
M=6
v(k) = {vy v1 v v3 V4 V5}
v(k+2) = {vg v3 vg v5 vy v}
v(k<2) = {v4 vs vy v1 V2 V3}
v(<k) = {wvg vs vg v3 V2 V1}
v(2ek) = {vy v vy vs V4 3}

2.6 DFT-Berechnung bei zyklischer Verschiebung

V() = DFT{u(k)}
WitV (s) = DFTy{v(k+r)}
o(k) = DFT, o)}
whdo(k) = DETH{V(u+ )}
o

—pk .
whr und w,,; " ausrechnen:
wy M fiir &, M gegeben, z.B. M=8, k=2

= wy ' = (wif”)“ _ [e(—jﬁ)(—n)] _

NE]

: dm ;
mit: /8 = ¢’

=7
2.7 Lineare Faltung mit der DFT
keine periodische Wiederholung !
o
Uges (k) = uy (k) * ug(k) = > ui(k) - up(k <n)
K=—00

Spiegeln von us (k) und verschieben

Lange der lineraren Faltung:

‘L =M + My <1 ‘ M, =Lange von u;(k), My=Léange von ugy (k).

Lange: u(k)={4,3,2,1,0,0,..} hat Lange 4, die Nullen am Ende zdhlen nicht zur Lénge.

2.8 Zyklische Faltung

M-1

y(k) = uk)ODuo(k) = 3 ulk)o(k <)

k=0

y(k), u(k) und v(k) haben die Lénge M, ansonsten mit Nullen auffiillen.

)
‘Y(u) =U(u)-V(p) ‘ Bestimmung von v(k <k): invertieren und zyklisch verschieben
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2.8.1 Berechnung
e Beide Folgen auf Lange M bringen (notfalls mit Nullen auffiillen)

u (k) = A }

us (k) = {0,1,2,3,4,5 }

us(€k) = {0,5,4,3,2,1 }

up(l k) = {1,0,5,4,3,2 }

u(2k) = {2,1,0,5,4,3 }

us(5ek) = {5,4,3,2,1,0 }
M—-1

Uges(k) =Y ui(k) - up( )

K

mit Werten aus Tabelle ausrechnen.

2.9 DFT der Impulsantwort
hg(k‘) = {370747 170707072} =
= 3’}/0(k) + 4’}/0(k <:>2) + 1")/0(k <=>3) + 2")/0(k <=>7)
H(p) =3+ 4wt +wi + 2w = {3, -+ - -}

fiir 4 Werte einsetzen und Drehfaktor (wg) ausrechnen

2.10 Tabellen
v(k) V(p)
. 1, k= 0(1)l &1 w—1 _ —in(l=1)p/M sinlur/M
Balk) _{ 0, sonst “’%_1 = e sin ur /M
0<Ii<M
[ORY)
&1
ARi(k), € C (o) &1
Zowy, <1
I wh, —1]—wh [wh!—
le(k) M[ M[w;[il]]\é[[ M 1}

2.11 Beispiele

u(k) =1 U(0) =M U(p) =M - vo(p)
U(p) = 0 sonst

o u(k)=coskQ U(u) =% [vo(n @%_17\:1) +o(p &M+ %_])T/I)]
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2.12 AKF

(k) = ho(k) * ho (k) = % / (1) [2e1% 0y

Filter-AKF"
®(z) =H(z)-H(z ")

Die Z-Transformierte der AKF von weifem Rauschen mit der Varianz 0% = 1 ist 1 (02).
Die Z-Transformierte der AKF heiftt Leistungsdichtespektrum. Wird das Leistungsdichte-
spektrum einer Funktion v (®,,(z)) iiber ein System mit der Ubertragungsfunktion H(z)
iibertragen, so erhilt man am Ausgang das Leistungsdichtespektrum

Pyy(2) = Puu(2) - H(2) - H(z™")
Aus der AKF kann man folgendes ablesen:

e Das Quadrat des Erwartungswerts des Signals: p? = klim Orz (k)
—00

e Den quadratischen Erwartungswert: ¢ = E(Energie der Folge) = ¢, (0)

e Die Varianz des Signals: Var(x)=0? = E <pu?
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3 Z-Transformation allgemein

3.1 Z-Transformierte und inverse Z-Transformierte einer Folge
3.1.1 Z-Transformierte

Die rechtsseitige Z-Transformierte V(z) einer Folge v(k) ist:

o0

V(z) = Z{v(k)} = > v(k)z"

k=0

z ist dabei so zu wihlen, dass die Reihe konvergiert. Siehe dazu auch Tabellen, z.B. Schiifsler

3.1.2 Inverse Z-Transformation

Auswertung mit Residuensatz:

(k) =Y Res{V(2)2"'}

Res|y=y = zli—>nzl0 V(2) - (z ©2)

Fiir Nullstellen der Ordnung > 1 siehe Bronstein S.452.
Die Riicktransformation ist nur dann eindeutig, wenn man den Konvergenzbereich kennt.

oder: Partialbruchzerlegung und Riicktransformation mit Tabellen und Satzen siehe dazu
auch Beispiele im Schiifler, Gl. 2.5.29, S.92 oder Ubungsaufgabe 1.18.

3.2 Bestimmung von H(z) aus Angaben

e H(2) =0 = Nullstelle bei [Term (z-2)]

e weitere Nullstellen durch Linearphasigkeit (siehe) oder d&hnliche Angaben

3.3 Bestimmung von H(z) aus hy(k)
H(z) ist die Z-Transformierte von hy(k)

3.3.1 hy(k) einzelne Werte

ho(0) =0, ho(1) =4 he(2) =3
= ho(k) = 1-70(k) + 4-n0(k 1) +3 - 7o(k 52)
= H(z)=1+4-2714 3.22

3.3.2 hy(k) geschlossen gegeben

] fk) 0<Ek<I
ho (k) { 0 sonst

>
o
=
|
-
=
7
-
=z

& f(k)-y(k<l)
& F(z2)- 27!

I
=
&
|
3
©

Achtung: F(z) o—e f(k)-v_1(k)
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3.3.3 Grad von H(z)
5 Werte von ho(k) = H(z) hat Grad 4

3.4 Impulsantwort hy(k) aus H(z)

Impulsantwort hg(k) ist inverse Z-Transformierte von H(z)

z.B. umformen von H(z) durch Polynomdivison und Riicktransformation mit Verschie-
bungssatz:

H(z)=14z"'+274

ho(k) = 1y (k) + 1y (k < 1) + 1y (k <4)

3.5 Sprungantwort h_,(k) aus H(z)

Die Sprungantwort ist die inverse Z-Transformation von H(z) - -2

z.B.: o
H(z)=(1+z""+2z7% %

hoi(k) = 1y_1(k) + Iy—1(k 1) + 1v_1(k <4))

oder:

Aufsummieren von hy(k):

hat) = 3 ho(r)

KR=—00

3.6 H(z) aus Differenzengleichung und umgekehrt

cay(k +4) + csy(k+3) + coy(k + 2) + cry(k + 1) + coy(k) =
bau(k + 4) + bgu(k + 3) + bou(k + 2) + byu(k + 1) + bou(k)

)

_ baz +b323+baz2+b12+bo
ﬁH(Z) T cqzi4c3z3+caz2+crz+ceo

cay(k) + csy(k <1) + coy(k <2) + cry(k ©3) + coy(k <4) =
b4u(k) + bgu(k‘ <=>1) + bQ’U,(kJ <:>2) + blu(k <:>3) + bou(k) <=>4)

3.7 Systemmatrizen/Zustandsdarstellung aus Ubertragungsfunktion

siehe Schiifiler, Netzwerke, Signale und Systeme, Bd. 2, Seite 198

3.8 x(k),h_1(k), H(z), H(z=1), Y(z) aus Systemmatrizen A,B,C,D

o klggox(k)
z(o00) = A - z(00) + B - u(00)
u =9 (k) = 2(oc0) = 0, wenn stabil
u=r"_1(k) = u(oco) =1
= z(c0) = B[E ©A] !

e lim h_q(k):
k—o00
u = v_1(k) gegeben

= u(oc0) =1
= z(c0) = B[E ©A] !
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y(oo) = C - 2(00) +d-u(x) =C-[E<A 'B+D

h_1(00) = y(00)lu=r_, (k)
e H(z) (nur fiir z(0) = 0):
H(z) =C[zE<A]"'B+D
e H(z=1):
H(z=1)=C[1-E<A"'B+ D = Jim h_1(k) = y(oco)

Y(2) = C(zE < A) ' 22(0) + C(2E < A)"'BU(2) + U(2)

3.9 Einschwing.- u. Erregeranteil

H(Z) = (Z*ZooHl.).(.Z*ZooH2)
U(Z) — oo

(2=200t; ) (2= 200U7)

Ausgang Y (z) = H(z) - U(z) bestimmen, Partialbruchentwicklung von @

Y(z2) =

+ + +
2 S ZooHy 2 S ZooH, 2 S Zool; 2 = 200Uy

FEinschwinganteil Erregeranteil

3.10 Energie von hy(k)

E=Y|h(k)
k=0
e ho(k) endlich viele Werte: ausrechnen und Quadrate summieren,
z.B. ho(k) ={1,2,1,2} = E=12+224+124+22=10
o v-1(k) ©y-1(k =4) =v(k) + (k1) +- -+ p(ke3) = E=4
e sonst iiber Summenformeln !

Energiefolge:

jeweils bis Zeitpunkt k aufsummieren

3.11 Schaltfolge/Unterabtastung

Schaltfolge:
1 fir k=X-r

pr(k) = { 0 sonst
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T T
Schaltfolge p4 o

15+

05

4 I 4
0 2 4 6 8 10 12

Abbildung 1: Schaltfolge p4 (k)
fiir r=4: (Abbildung 1)

1
p2(k) = 5 [1 + (@l)k] v-1(k)
um p verschobene Schaltfolge: (Abbildung 2)

1 fir k=A-r4p
pp""(k) :{ 0 sonst

= P(z) = = @12’*"

T T
Schaltfolge p42 o

15+

05

Abbildung 2: Schaltfolge p4(k) um 2 verschoben

Unterabtastung einer Folge v(k) mit der Z-Transformierten V(z)

v'(k) = v(k) - pyyr (k)
1 r—1
V'(z) = o Zwr_”p Vi(z-w, ")
k=0

) _j2m
mit w, = e 7
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z.B. Unterabtastung um Faktor 2, ohne Verschiebung;:
1 o 1
= Va(2) = 5 ZOMSV(Z(@I)“) =5(V(2) + V(&)
K=

Unterabtastung (Abbildung 3): Das auf 2 normierte Spektrum wird um Faktor r gedehnt

Tiefpass Unterabtastung

E— ™ jeder r-te Wert

Q=1v/r r

vorhanden

Abbildung 3: Strukturbild einer Unterabtastung

3.12 Spreizung einer Folge

vk) o

Abbildung 4: v(k) vor der Spreizung

einfiigen von r-1 Nullen = 2" in V(z) einsetzen = V(2") z.B. Spreizung durch einfiigen

V() o

Abbildung 5: Gespreizte Funktion v(k)

zweier 0 = jeden dritten Wert behalten:

3

z z

Viz) = V'(z) =
(2) z<:>z0_> (2) 23 &2
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Interpolation (Abbildung 6): Das auf © normierte Spektrum wird um den Faktor r ge-

staucht.

Spreizung

r

idealer TP

Q=1vr

™ jeder r-te Wert
vorhanden

Abbildung 6: Strukturbild einer Spreizung

vgl. Girod 9-14, auch mit Polyphasen-Filterbank, Girod 9-15/16.
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4 Frequenzgang H(e'%)

4.1 H(e’%) aus H(2)

H(ejQ) = ]{(Z”z:ejQ

fiir z e/ einsetzen:
Bsp: H(z) =1+ 272 = H(/?) =1+¢72%

e!* =cosx + jsinzx

e % = cosz < jsinz
4.2 Spiegel- oder Antispiegelpolynome
Spiegelpolynom:=- cos

h(k) = h(n <k)

H(z)=22"" 44272 + 4273 + 2271
Antispiegelpolynom:=- sin

h(k) = ©h(n <k)

H(z)=2"" 44272 4273 02,71
jeweils Spiegelwert ausklammern, also hier e 725 und Rest in Klammer zuasmmenfassen:

2cosx =elT 4 e I”

2jsinz = /% <eI”
Beispiel:

H(z) =2+4z ' 42 3 o221 =: Antispiegelpolynom
=22 (2z2 +4z edz7" <:>2z_2) =

H(eﬂn) — 20 (262j9 + 467 4679 <:>2€2jﬂ) =

e H2(2.255in20+4-2jsinQ) = e V. J2() =
Phase: b({2) = 202 <7
Betrag: Ho(e/) = (...)
Siehe auch Betrag und Phase
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4.3 Betrag |H(e'?)]
H(eY) = Hy(e??) - P

[H(M)® = Hy (") = H(Y) - H(e™) (= H(2) H(z™"))

oder:

4.3.1 Allgemein

Pole/Nullstellen 2z, s, = py - el

I1\/1 &2p0, cos(Q S10,) + 3,
H\/l S 20000 C08(Q S1hooy) + P2y

= [H(e™)| = bml

4.4 Allpal}

z<a z<a
Hy(z) = T =a
ze az <1

= |H(z)| = const

const aus einem bel. Wert bestimmen, z.B. z = /% = 1 einsetzen und Ausrechnen
4.4.1 Fiir einzelne Werte, z.B. zum Skizzieren
e H(z)=f(z) gegeben

Q
e Q vorgeben = z = e/ bestimmen Q =
Q

e 7 in H(z) einsetzen = H(z)=...=a+jb = |H(e/?)| = Va2 + b2

4.5 Phase () aus H(e’%)

Imaginarteil
Realteil

= &arctan g + arctan %

e bH(2) = ©arctan
a+jb
c+jd

e H(e/?) umformen in e/9(...)

e Phase bei Spiegelpolynomen: b(2) = zQ lineare Phase +evtl. Spriinge um m, wenn
H(e’%) <0.

e Phase bei Antispiegelpolynomen: b(2) = Q2 & 7.

e Phasenspriinge um 7 bei €, wenn Nullstellen/Pole ungerader Vielfachheit auf Ein-
heitskreis

e linearphasiges System: b(Q2) =c¢-Q, c¢= %
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4.5.1 Allgemein

sin{) & sin sin () < pq,, sin
b(Q) = Z arctan Pooy SN Yooy @Z arctan Poy SN Yoy
~ €08 2 S Pooy COS Yooy cos €2 < pgy, cos Yy,

(+ < msign)

Signumsterm entfallt fiir b, > 0

reeller Pol/Nullstelle (¢ = 0) =
sin 2
b(2 = arctan ———
(2) + &= arc anCOSQ@p

Pol/Nullstelle bei z=0 (p = 0)
b(Q) + =0

4.5.2 AllpaB

Besitzt der Allpak die einfachen ! Polstellen z, = p,e/¥”, so tragen diese zur Phase folgen-
dermafsen bei:

sin () <p,, sin,
cos§) &py, cos iy,

bay(Q) = €O + 2arctan

oder:

pu sin(2 <1h,))
1 <py, cos(2 <1hy)

bau(Q) = Q + 2arctan

oder:

1 OR=S
bay(2) = 1, + 2arctan [1 ;gz tan 22[)”

Die Phase ergibt sich dann zu:

ba() = bay(Q)

4.5.3 Phase fiir bestimmte Werte
e H(z)=f(z) gegeben

Q=0, =z=1
, Q=1 =z=Y2(1+})
e () vorgeben = z = eI bestimmen Q = L, =>z=j
Q=m, =z=¢l
Q= 37”, =>z2=&)
e 7 in H(z) einsetzen = H(z)=...=a+jb = b(Q) = <arctan %

e Spezielle Werte:

H(z)= 1 =1 =b=
H(z)= &l =1 =b=n7
Hz)= j =17 =b=1
Hiz)= & =1lefs =b=
H(z) = a+jd:>b:<:)arctang

H(z) = giﬁ = b = warctan ¢ + arctan%
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4.6 Gruppenlaufzeit 7,()

1
1+ 2

(arctanz)’ =

Ty z'y Sy’
y y?

(
(zy)' = z'y + zy’

H(e') = P(e!?) +jQ()

Q7P () + P'(")Q(e')
P2(el) + Q*(e7?)

74(Q) =

Zusammenhang mit hg(k):

B b wieed T7Y(
79(2) = Re{ S hy (k) e k0 }

4.6.1 Gruppenlaufzeit allgemein

7,(Q) = Z 1 & pooy c08(2 S1hooy) Z 1 < poy, cos(Q o)
g — 1 ©2p001 €08(2 SPoo) + P2, 15200, cos( ©oy) + g,
V Pole und Nullstellen
Pol im Ursprung: Tgt+ = 1
Nullstelle im Ursprung: 7,4+ = <l
Nullstelle auf EK: Tgt+ = @%
4.6.2 Gruppenlaufzeit eines Allpasses
n
1 &p2
TgA(Q) — Z Poov

1 200y €08(Q SPooy) + P,

v=1

aus Polen 2y, = poo,,e”"x“’ bestimmbar.
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4.7 Cepstrum
vgl DigSi-Ubung Anfang IT

SH(z) =) cp(k)z "
k=0

¢p(k)...Cepstrum. Mit dem Cepstrum kann man relativ leicht a(£2), 5(2) und 7(€2) bestim-
men. Das Cepstrum errechnet sich dabei aus H(z) wie folgt: (noch zu priifen)

[1(z ©20u)

Bk
H(z) = T1(z ©200v)

v

ORI S PRI

cp(0) =0
damit folgt:

a(Q) 4+ jb(Q2) = <:>lnH(ejQ)

a() = (k) cos kQ
k=0

b(Q2) = @i cp(k) sin k2
k=1

o0
T(Q) = @Z k - cp(k) cos kQ
k=1
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5 Systemeigenschaften aus PN

5.1 Reelwertig
Reelwertig < Pole Symmetrisch, Nullstellen Symmetrisch.

[

XX
oo

5.2 Kausal

Kausal & Grad Zéahler < Grad Nenner

= H(z)=1+z1'+224+-.- wenn

H(z) = 22+ 2z 14274
—

nicht kausale Anteile
5.3 Umwandeln eines Systems in ein kausales System
Pole mit z=0 erginzen, z.B.:

23 =1
z <1

Hnicht kausal (Z) =

3
FAR=31
Hka/u.sal(z) = m

Grad Zihler—Grad Nenner. Multiplikation mit 2~2 entspricht Verzogerung, bis kausal

5.4 Stabilitat

e Alle Pole im Einheitskreis, also |z, | < 1

Abbildung 7: PN eines stabilen Systems

e bedingt stabil, wenn einfache Pole auf Einheitskreis
e nicht rekursives System =- immer stabil !

e Stabilitatstests: Schur-Cohn-Test, Transformation ins Kontinuierliche und Hurwitz/
Ruth-Test
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e Nenner vom Grad 2 = Stabilitatsdreieck

e Sprungantwort absolut summierbar

5.4.1 Stabilitdt bei einem System 2.Grades
P(z)
H(z) = 50—
24+ crz+co
Nenner untersuchen. Stabil, wenn

|C()| <1
ler] < 14 ¢

siehe auch Abbildung 8

ol

N

Abbildung 8: Stabilitétsdreieck

5.4.2 Stabilitat mit dem Schur-Cohn-Test

alle Koeffizienten |r| <1 < stabil
mind. 1 Koeff. |r| > 1 & instabil Schur-Cohn-Test:
mind. 1 Koeff. |r| =1 & instabil oder bedingt stabil

H(z) = :
2 +ep 12" 4otz 4o
Cn Cn—1 N | Co
co c1 Cn—-1 Cn ((:)g—‘)) = &)
n
n—1 n—1
05171 ) 05172 ) Co 0
(n—1)
(n=1)  (n—1) (n—1) c
Co € n—1 ‘:)C?n—l)
n

stabil: unterstrichene (fithrende) Koeffizienten > 0, oder alle r, < 1
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5.4.3 Stabilisieren eines Systems
Bsp:

) = ey
instabil, da Pole bei 2 und 3

Hgiapit(2) = Hi(z) - Const - H gpipass(2)
mit
(z ©2)(z<3)
(z3) (z3)

HAllpass (z) =
Const bestimmen aus Hi (1) = Hgapir(1). Dann folgt
|Hi(e)] = |Hagapir(e77)]

5.5 Linearphasig
siehe Steffen S.339f

1. alle Nullstellen spiegelbildlich zum Einheitskreis oder Nullstellen gerader Vielfachheit
auf Einheitskreis (¢ und 1) bzw (ja und ji), zp und %

A\‘
\H

2. nur Polstellen im Ursprung z,, = 0
Bild

Abbildung 9: PN eines linearphasigen Systems

3. symmetrische Impulsantwort = linearphasig, nicht umgekehrt.
4. Symmetrie: Hy(e/Q) = Hp(e™7?) reell und gerade

5. Antisymmetrie: Hy(e/t) = ©Hp(e /%) = Hg(e’?) reell und ungerade. H(e/?) =
j - Ho(e7?)e?

6. Bestimmung eines linearphasigen Systems:
gegeben Hy(z) = H(z) = Hy(z) - Hy(z). H(z) ist dann linearphasig, wenn

Hy(z) =2 NHi(zY) - k
also wenn die neuen Nullstellen bzgl des EK spiegelbildlich liegen
e Zihler und Nenner: Spiegel bzw. Antispiegelpolynome

e Multiplikation mit Polynom mit vertauschten Koeffizienten



SYSTEMEIGENSCHAFTEN AUS PN 25

5.6 Rekursiv/nicht Rekursiv

Rekursiv: Polstellen nicht im Ursprung. (Allpaf ist immer rekursiv)
Nicht rekursiv: alle Polstellen im Ursprung = System ist dann immer stabil < Impuls-
antwort hat endliche Lange.

5.7 Allpass

e stabil und reellwertig

agz3 + alz2 + asz + as

H =
a(2) a3z’ + asz? + a1z + ag

e Pole und Nullstellen spiegelbildlich zum Einheitskreis.
Pol: z = 25, Nullstelle: zp = -

*
%50

[

i)
NI

Abbildung 10: PN eines Allpasses

e Ubertragungsfunktion:

Halz) = N(z) N(z)

allgemein:
: (= - 200, ©1)
B = Moo

|HA (e’ = const =
H(z) = Ha(z) - Hi(2)
[H(e'?)| = [Hy ()]

5.8 Minimal-/Maximalphasig

Minimalphasig: Alle Nullstellen im oder auf Einheitskreis: |zp| < 1

Maximalphasig: Alle Nullstellen auferhalb Einheitskreis, oder auf dem EK: |z > 1



SYSTEMEIGENSCHAFTEN AUS PN 26

1
N

Abbildung 11: PN eines minimalphasigen Systems

5.9

AR
N

Abbildung 12: PN eines maximalphasigen Systems

TiefpalR, Hochpall, Bandpall, Bandsperre, Allpall
Tiefpaf: Bild PN, Bild Frequenzgang

Hochpaf: Pole im EK, Nullstellen auf EK oder auferhalb. Pole und Nullstellen in
rechter z-HE Bild PN, Bild Frequenzgang

Bandsperre: Bild PN, Bild Frequenzgang

Bandpaf: Pole im EK, NS auf Einheitskreis. Verbindungslinie Pol-NS verlduft durch
Ursprung Bild PN, Bild Frequenzgang

Allpafs: Pole und Nullstellen spiegelbildlich zum EK
Bild PN, Bild Frequenzgang

Zoor = 0 = 2p, = 00
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6 Realisierung/Prony

Iwunsch(k) vorgegeben = ho(k) gesucht. Vorgaben im Zeitbereich Prony-Verfahren. siehe

auch Hilfsblatt zur Vorlesung vom 5.2.96, Nr.4, Digitale Signalverarbeitung IT, S.59 ff

1. K bestimmen

g(k):{QOaglaQQag3ag4ag5a96}7 also 7 Elemente: = K=6

2. m und n bestimmen:
K+1=m+n+1
z.B. m—n=—3

_ b323 + b222 + blz + b[)

H(z) =

Gleichungssysteme:

0 g4

01=1|9

0 g6
und

b3 9o

ba | _ | ;1

by 92

bo g3

3. ¢, bestimmen, Matrix invertieren / Gleichungssystem 1 l6sen

gs
g4
gs

0
go
g1
g2

4. by bestimmen, Gleichungssystem 2 16sen

5. H(z) in ho(k) umformen, z.B mit Partialbruchentwicklung etc

z.B. m—n—2

Gleichungssysteme:
0
0
und
bo
b1
bo

H(z) =

|

[ g3
g4

g2
gs

go O
=191 9o
g2 a1

g2

g4

0
0

g0
a1

g1
g2

g0

g1

gs

o O O

. b222 + blz + bo
22+ cr1z+ ¢

C1
Co

C1
Co

234+ 922 + 1z + ¢

C2
a1
Co

1
2
1
Co
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7 Nichtrekursive Systeme

7.1 H(z) aus Hy(e'?)

z.B. Ho(e’*?) = cos 5Q gegeben

1 (e—jSQ n e+j5Q)

2
= H(e’*?) = @) . Fy (el
_ efjsszl (e 72 4 ¢52) == 1 ei100 |
2
1o _ 5+32"
=227

) =
L
T3

1
H(z) = —2~10 =
= H(z) 2z + 5 "
1 1
= ho(k)) = 5’70(]9) + 5’}’0(14? <:>10)

7.2 H(z) aus Werten fiir Hy(e/?)

7.3 Fourier-Reihenentwicklung (linearer Phase)

HWunsch(ejQ) = f(Q)
H=f(Q), hy(k)=hy(<k), Spiegelpolynom

1 (7 ;
=b, = ;/0 Hy (') cos u2dQ

1 [7 .
= —/ Ho(ejﬂ)dg
T™Jo

b, : Integral 16sen, Bronstein S.54

H=3jf(Q), hy(k)=<hy(<k), Antispiegelpolynom

1 [ ;

= b, = — / Ho(e’%) sin p2d€
T™Jo

bo =0

b, : Integral 16sen, Bronstein S.52

ho(k<2) 0(1)n

hw (p) = by, ho(k) = { 0 sonst n...Grad des Systems

7.4 Fourierapproximation

Toleranzschema erfiillbar, wenn =min(dy, d2)>0,09 (bezogen auf Sprunghohe, sonst Gibb-
sches Uberschwingen.

Fourierapproximation—=Fourierreihe b,-Rechteckfenster, entspricht Abschneiden.

N steigt: AQ sinkt, ¢ bleibt.

7.5 Kaiserfenster

d = min(dy, d2), bezogen auf Sprunghshe
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Maximalwert der geforderten Dampfung:
a = <20lgd  [db]

Giitefaktor D:

a<7,95
D aiser — e r v
K 14, 36
AQ = Qs <0Op
D
vi= |55 |

Filtergrad n:

Entwurf mit Kaiserfenster: ;=09

Parameter @ des Kaiserfensters:

[ 0,1102(a <8,7) fiir a > 50 db
~\ 0,5842(a <21)%1 +0,07886(a <21) fiir 21 < a < 50 db

7.56.1 Koeffizienten mit Kaiser

how (i) bestimmen (Fourierkoeffizienten wie bei Fourier-Approximation)
ho(k) = how(k <Np) - fr(k <Nk)

gesucht.

I (a 1@i)

NE
Ip(a)

fr(p) =

I siehe Ubungsbuch S.88
N steigt = AQ,§ werden kleiner. Zu speichern sind N+1 Koeffizienten

7.6 Tschebyscheff

a1 = 0,005309
as = 0,07114
a3 = <0,4761

as = <0,00266
as = <0,5941

ag = <0, 4278
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Giitefaktor:
DT = (allg251 + CLng(ﬂ + ag)lg52 + a4lg251 + a5lg(51 + ag
<20lg+/deltay 69 <13
Dy =
14,6
(schlechter)
AQ = Qs <0Op
7TDT
Np=|——
=[5 ]

Filtergrad ny=2-Np
Losung mit Remez-Austauschalgorithmus
Zu speichernde Koeffizienten: N+1

7.7 Minimalphasiges System

Hrinimar(67Y) umrechnen in ﬁo(ej ) linearphasig:

1
C?=1+62 @555

Qp =Qp
Qg = Qg
- 44,
D Yor]
: 5%
SYer)

weiterer Entwurf z.B. mit Tschebyscheff = Dras, Nrar nrar = Nrar. TP — minimalpha-
siger TP, siehe Klausur Oktober 94/6b

7.8 TP/HP/BP-Transformation
Ubungsaufgabe 6.9

Abbildung 13: Tiefpafs Abbildung 14: Bandpals
Hrp(el?) = bp + 2> b,cos
Hupi1(e7?) = Hpp(el @) = bo + 2).(&1)Yb, cos
HHPQ(QjQ) =1 <:>HTp.(ejﬂ) = (1 <:>b0) + 22@1),, Cos
Hpp(e’?) = Hypi(e/??) = bp + 2> (&1)Yb,cos2
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w4 w2 34 s Q 4 w2 34 L Q

Abbildung 15: Hochpaf 1 Abbildung 16: Hochpaf 2

H(z) — H(-z): TP — HP
H(z) — H(<2?): TP — BP, 2x gestaucht

7.9 Grade

N: Grad der Fourierapproximation

N+1: Zahl der cos-terme bei Fourier bzw Tschebyscheff-Approximation
2N+1: Lénge der Impulsantworten (Zahl der e-Funktionen bei Fourier)
n=2N: Grad der Ubertragungsfunktion H(z)

zu speichernde Koeffizienten: N+-1

Anzahl Multiplizierer: 2.kanonische Form: 2N-+1

Spreizung des Frequenzgangs = Gradverdopplung

7.10 Frequenzen

fA <:>fS > fma:z:
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8 Rekursive Systeme

8.1 Allgemeines Vorgehen

1. Q4 Qp,ds,dp bestimmen (Toleranzschema)

2. z-Bereich in w-Bereich transformieren:

_ z2—1 _ Q
W= agpl = tany | .
z-Bereich: periodisch, w-Bereich: nur 1xBasisband

3. normierter TP
Skizze

4. charakteristische Funktion C - |K (jn)| bestimmen, A, Ay bestimmen
5. in Toleranzschema fiir charakteristische Funktion

e TP mit Potenzverhalten |K (jn)|? = (n')*"
e TP mit Tschebyscheff im DB
e TP mit Tschebyscheff im SB

e Cauer-Filter
siehe Script II, S.40 Verlauf der Filter

6. Riicktransformation

Nullstellen, Pole: z, = @’;’:—ﬂ mit

1
G ) 2:
1
Glw) = 1 + aw + bw?
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8.2 Umrechnung Toleranzschemata

Toleranzschemata, siehe S.32/40 (Rekursiv), S.4 (Nichtrekursiv) in DigSi II

dp
51 N 2<=>5D
_ 205
N 2<=>5D
_ 201
146
b2+ 0p

02

dp

g = 0y &

hp=1&—>
D 1+

[l )
>
—Do

g =
8 1+ A3

=]

i

2(5[) @5%

Al - 1<=>5D

1 &62
Ay = >

i

8.3 Toleranzen bei Zusammenschaltungen

1. Serienschaltung

max. 14+6; = (1 + 014) (1 + 01p)
min.  1ed = (10,)(1<0y)
0y = 09009
2. Parallelschaltung
0p = 01 +d
0y = 82+ 0y

8.4 Toleranzen beim Entwurf minimalphasiger FIR Filter

e Toleranzschemen

. 2 5, 03
mit o = 144 ey
~ 20
= o = —21

o
- 5%
2= 52

Qsip = Qg
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8.5 Bilineare Transformation (TP)
gegeben: dp,dg, 2p, Qg

e w-Bereich: 2 — n-Bereich

tan 22
= tan —
D 9
Qg
nsztan7
¢ Q
e n —
n a 2
e w'-Bereich: 1, =1
/ D
:—:]_
U») P
’ ns
=—>1
UK D
0 ==
D
_z<:>1
241
1+w
2= —
1w
1+w
G == = ——
(w) = H(z = 1)
H(z) = Glw = 221
z)=G(w=
z+1

fiir normierten TP, normierter HP,BP siehe Script II, S.34 oben

8.6 Potenzverhalten

Ansatz: |K(jn))? = (n/)*™
Bestimmung von C,n:

e allgemein

e Wahl:

C =/
_ [lg(Az/Ay)
n= |22 20
Lgn
n...Grad des Filters
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8.7 Tschebyscheff DB

e Ansatz

(K (0" ) =T (1)
T\(z) = =z
Ty(z) = 2221

mit Tp(n') = T3(z) = 423 <32
Ty(z) = 8z*e822+1
usw

e Bestimmung von C;n
C <A

o Wahl:
C =/
arccosh (2—?) -‘

!
arccoshny

8.8 Tschebyscheff SB

o Ansatz |[K(jn)? = T;?(%)

e Bestimmung von C,;n C' > Ay C - T, Y (nly) < Ay

e Wahl:
C = Ay
{arccosh (2—?) -‘
"= | Tarccoshy,

8.9 Cauerfilter
e Ansatz |K(j17')|> = S.39 oben

e Bestimmung von C;n
C<AATT
C > AsA
A = ...5.39 oben

e Wahl:
C = AlAil
n=71..52065]

8.10 Bestimmung von C, falls Grad n gegeben

siehe Vorschriften fiir C, z.B fiir Potenzverhalten: C' < A;
0(77’5)” > Ay

A
$W§C§A1
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8.11 Bestimmung von A;, A, wenn C und K gegeben

Ay = C - K(jn} = j1)
Ay = C'K(jﬁls)

8.12 Berechnung Toleranzschema H(¢/?) aus K
gegeben: Ay, Ag,n, = 1,7
gesucht: Q = 2 - arctany, fiir S,D berechnen dp, dg mit Formeln auf S. 33

8.13 Abtastfrequenz

fa > fs+ fmazr mit f4 = Abtastfrequenz fg = Frequenz, an der der Sperrbereich beginnt
fmaz = maximale Signalfrequenz = Normierung von €2:

Q= 27rfLA

= (p, Qg bestimmen, wenn fp, fg angegeben
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9 Rauschzahlen

9.1 Rauschzahlen

R, vom Eingang zum Ausgang R; innere Rauschzahl, von Rundung zum Ausgang H (z)

Ubertragungsfunktion vom Rauschort zum Ausgang
1 H 1,42

27rj |z|=1 z

Losungen fiir Standardfille = im Kapitel Standardfille

9.2 Gesamtstorleistung

am Ausgang

QZ
N = E{R6+RZ~+...}

9.3 Berechnung des Residuums

H(z)-H(z ') berechnen, Pole von H(z) bestimmen, nicht von H(z

~1), Pole zur Berechnung

der entsprechenden Residuen zuhalten und Polwert in iibrige Gleichung einsetzen. Bei

mehrfachen Polen nach Bronstein, S.527 (3.90) vorgehen

9.4 Aufstellen von H(z)
e Eingangssignal v(k) weglassen !

e neues Eingangssignal v(k) bei Rauschquelle einfiigen

e Uertragungsfunktion aufstellen, z.B. als Differenzengleichung. Eventuell Zwischen-
iibertragungsfunktionen bei komplizierten Systemen einfiihren, z.B. Klausur April
1991/6. Moglichst mit kanonischen Formen oder Kopplung von Systemen arbeiten,

geht am schnellsten

eventuell noch Skizzen einfiigen

9.5 Standardfille
9.5.1 System 1.0Ordnung
Skizze H(z) = -
Skizze H(z) = =
= R; = L

1—a?

9.5.2 System 2.0rdnung

1. kanonische Form:

H(z) 2+Cl z+-co
H(z) = ﬁ
H(Z) 22+clz+co
Re,z _ aZ +co

(1—co)[(1+c0)*—¢i]

max: ¢2 = 4cg, min ¢; = 0, vgl. S.103
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9.6 Anmerkungen

Hy(z) = H(z); Hy(z) = z- H(z) = Rj1 = Rj2, da sich zs wegkiirzen

9.7 Auswirkung von Faktoren

Faktoren gehen quadratisch in die Rauschzahl ein.

9.8 Zusammenhang zwischen Energie und Rauschzahl

Energie der Impulsantwort = Rauschzahl R,

9.9 Zusitzliche Wortliange

1. R
Aw = [EldRe T 1]
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Abtastfrequenz
TP, 36

Abtasttheorem, 7

Additionstheoreme, 6

AKF, 10

Allpal, 25, 26
Betragsfrequenzgang, 18
Gruppenlaufzeit, 20

Phase, 19
Anteil
gerader, 4

ungerader, 4
Antispiegelpolynom, 17
arccosh, 6
Ausgangsfunktion

aus Systemmatrizen, 13

Bandpaf, 26
Bandsperre, 26
Betragsfrequenzgang, 18
Allgemein, 18
Allpafs, 18
einzelne Werte, 18
Bilineare Transformation, 34

C, 35
Cauerfilter, 35
Potenzverhalten, 34
Tschebyscheff DB, 35
Tschebyscheff SB, 35
Cauerfilter, 35
Cepstrum, 21

DFT, 5, 7
gerade, ungerade Folgen, 7
Impulsantwort, 9
Lineare Faltung, 8
Spektrale Auflésung, 7
Symmetrien, 7
Tabellen, 9
zyklische Faltung, 8
Zyklische Verschiebung, 8
Differenzengleichung, 12

Einschwinganteil, 13
Energie, 13
Energiefolge, 13

Erregeranteil, 13
Erwartungswert, 10
quadratischer, 10

Faltung, 4
zyklische, 5
Fourier-Transformierte, 5
inverse, 5
Fourierapproximation, 28
Frequenzgang, 17

Giitefaktor

Kaiser, 29

Tschebyscheft, 30
Geometrische Reihe, 6
Gesamtstorleistung, 37
Grad

von H(z), 12
Grade, 31
Gruppenlaufzeit, 20

allgemein, 20

Allpafs, 20

H(z)
aus Angaben, 11
aus Differenzengleichung, 12
aus ho(k), 11
aus Systemmatrizen, 13
Grad, 12

Hochpafs, 26

Impulsantwort
aus H(z), 12
DFT, 9

Interpolation, 16

Kaiserfenster, 28
kausal, 22

1d, 6
Leistungsdichtespektrum, 10
Lineare Faltung

mit DFT, 8
Linearphasig, 24

Maximalphasig, 25
Minimalphasig, 25
Minimalphasige Filter, 30
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Toleranzen, 33
Toleranzenumrechnungen, 33

n
Cauerfilter, 35
Potenzverhalten, 34
Tschebyscheff DB, 35
Tschebyscheff SB, 35

Normen, 4

Parallelschaltung, 33
Parseval, 5
Phase, 18
allgemein, 19
Allpafs, 19
best. Werte, 19
Potenzverhalten, 34
Prony, 27

Rauschzahlen, 37
Standardfalle, 37
Realisierung, 27
reelwertig, 22
Reihe
gemoetrische, 6
rekursiv/nicht rekursiv, 25
Residuum, 37

Schaltfolge, 13
Schur-Cohn-Test, 23
Serienschaltung, 33
Spektrale Auflésung
der DFT, 7
Spiegelpolynom, 17
Spreizung, 15
Sprungantwort
aus H(z), 12
Grenzwert aus Systemmatrizen, 12
stabil, 22
2.Grad, 23
Schur-Cohn-Test, 23
Stabilisieren, 24
Stabilitatsdreieck, 23
Standardzerlegungen, 5
Systemeigenschaften, 22
Allpaf, 25, 26
Bandpaf, 26
Bandsperre, 26
Hochpaf, 26
kausal, 22

Linearphasig, 24
Maximalphasig, 25
Minimalphasig, 25
reelwertig, 22
rekursiv /nicht rekursiv, 25
stabil, 22
2.Grad, 23
Schur-Cohn-Test, 23
stabilisieren, 24
Tiefpak, 26

Tabellen

DFT, 9
Tg

siehe Gruppenlaufzeit, 20
Tiefpak, 26
Toleranzschemata, 33
Transformation, TP/HP/BP, 30
Tschebyscheff DB, 35
Tschebyscheff SB, 35
Tschebyscheff-Polynome, 35
Tschebyscheffapproximation, 29

Unterabtastung, 14
Varianz, 10

w-z, 34
Wortlange,zusétliche, 38

Z-Transformierte, 4, 11
inverse, 4, 11
z-w, 34
zusdtliche Wortlénge, 38
Zustand
Grenzwert aus Systemmatrizen, 12
Zyklische Faltung
mit DFT, 8



